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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Эта книга является дополнением нашего «Краткого курса 
аналитической геометрии». 

Книга состоит из трех глав. Первая глава посвящена 
приведению к каноническому виду общего уравнения линии 
второго порядка. Изложение этой главы построено преиму- 
щественно в алгебраическом плане. Векторное исчисление 
в этой главе не употребляется (используется только понятие 
вектора как направленного отрезка и проекции вектора на оси 
координат). Решение основной задачи общей теории линий 

второго порядка изложено с расчетом, чтобы метод непосред- 
ственно обобщался по размерности. Таким образом, сущность 
дела в полной мере разъясняется на двумерном случае. 
Соответственно этому вторая глава, посвященная приведению 
к каноническому виду общего уравнения поверхности второго 
порядка, по своей схеме совершенно аналогична первой. 

Третья глава имеет своим предметом линейные преобра- 
зования и матрицы. И здесь основные вопросы прежде всего 
излагаются в двумерном случае с последующим обобщением 
на трехмерное пространство. В конце главы рассматривается 
приведение к каноническому виду квадратичных форм и 
устанавливается связь этого вопроса с теорией линий и 
поверхностей второго порядка. Третья глава написана соот- 
ветственно требованиям по элементам линейной алгебры новой 
программы курса математики высших технических учебных 
заведений. Изложение последней главы не зависит от двух 
первых глав. 

Н. Equmoe



ГЛАВА I 

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ЛИНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

$ 1. Преобразование координат на плоскости 

1. Вспомним формулы преобразования декартовых пря- 
моугольных координат на плоскости. 

1) Если новые оси получаются параллельным переносом 
старых осей на величину а в направлении оси Ох и на ве- 
личину 6 в направлении оси Оу, то 

=х’ фа, y=y' +6; (1) 
здесь (x; иу)— старые координаты произвольной точкн, 
(х’; и’) —новые координаты той же точки. 

2) Если новые оси получаются поворотом старых осей 
на угол @ вокруг неподвижного начала координат, TO 

Х=х’ cosa—y’ sina, (2) 
y=x’sina+y’ cosa. 

Эти формулы будут применяться в ближайших параграфах 
для упрощения общего уравнения кривой второго порядка. 
Следует иметь в виду, что формулы (1) и (2) справедливы 
при условии, что для новой системы координат сохраняется 
прежний масштаб. 

2. Чтобы облегчить дальнейшее употребление формул (2), 
запишем их более компактно: 

хх У, } (3) 
y=m,x ту. 

Иначе говоря, мы ввели обозначения коэффициентов фор- 
мул (2): 

[1 = cosa, m,=sina, д =— $194, 1. =: cosa.
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Заметим, что пара коэффициентов /,, т, допускает про- 
стое геометрическое истолкование. Именно, если мы отложим 
на новой оси Ох’ отрезок длины =1, направленный из на- 
чала координат в положительную сторону этой оси, т. е. 
единичный вектор направления Ох’, то проекции этого век- 
тора на старые координатные оси будут: /, = cosa, m, = зта. 
Таким образом, 

{1,; m,}={cosa; sina} (4) 

есть единичный вектор, определяющий направление новой 
оси абсцисс. Аналогично 

{/,; m,}={—sina; cosa} = 

сеет): «бт в 
есть единичный вектор, определяющий направление новой 
оси ординат (рис. 1), 

g 
y’ 

a OK Z, 

Рис, 1. 

3. Формулы (2) выражают старые координаты произволь- 
ной точки через ее новые координаты. Часто требуются 
обратные формулы, выражающие новые координаты через 
старые. Чтобы найти их, заметим, что новая система осей 
получается поворотом старой на угол @; в свою очередь 
старые оси можно получить поворотом новых на угол —а. 
Поэтому мы можем в формулах (2) поменять ролями старые 
и новые координаты, одновременно заменяя G@ на —@а, отсюда 

x’=xcosa +ysina, 
у’ =—x sina+ycosa,
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так как с0$ (— а) = с05а, зт(—а) = — та. Всли приме- 
нить введенные выше обозначения, то получим 

x olx+ my, 
, (6) 

4. Коэффициенты /,, т, А, т, формул (3) удовлетво- 
ряют следующим условиям: 

ии =1, &+m;=1, (7) 

11, тт. =0, (8) 

ит | _ т, =1. (9) 

Эти равенства непосредственно усматриваются из (4) и (5). 
Соотношения (7), (8), (9) являются не только необходимыми, 
но и достаточными условиями того, что формулы (3) 
выражают преобразования прямоугольных координат при не- 
котором повороте системы осей (с неизменным масштабом). 
В самом деле, допустим, что нам дана система прямоуголь- 
ных координат с осями Ox, Оу и даны формулы (3) 
с какими-то коэффициентами /\, 1, 4, т.. Если соблюдены 
условия (7), то найдутся угол а и угол В такие, что 

(1; m,}={cosa; sina}, {1; m,}—={cosB; sin В}. 

Если соблюдено также равенство (8), то 

cosa с0$ В + та п В = с0$ (В — а) =0. 

Таким образом, равенство (8) гарантирует перпендикуляр- 
ность векторов {/,; m,} и {/,; т.}. Так как cos(B — а) =0, 

то либо В=а-- 5 
Зл 

‚ либо В=а- “5+ Соответственно, 

имеем; 
либо {1; m,}={—sina; cosa}, 
либо {4; т} ={ sina; —cos a}. 

Если соблюдено (9), то второе предположение отпадает и 
мы получаем {/; т.}={—$1а; cosa}. Вместе с тем 
формулы (3) сводятся к формулам (2). Значит, при соблюде- 
иии условий (7), (8), (9) мы действительно имеем переход 
к новой, также прямоугольной системе координат с тем же
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масштабом; при этом обе оси поворачиваются на один и 

тот же угол в одну и ту же сторону. 

5. Рассмотрим теперь преобразование прямоугольных ко- 

ординат, при котором ось Ох’ получается поворотом оси Ох 

на угол а, а ось Oy’ получается поворотом оси Оу 

на угол а--л (рис. 2). Такое преобразование нарушает 

ориентацию осей: если кратчайший поворот оси Ох 

к оси Оу совершается против 

у часовой стрелки, то кратчай- 
‚ ший поворот оси Ox’ к оси 

Оу’ идет по ходу часов. В 
этом случае старые и новые 
координаты связаны формулами: 

(22 
z x=x’cosa-+y’ sing, (10) 

у=х’ sina—y’ cosa. 

у’ Чтобы убедиться в справедли- 
вости этих формул, будем рас- 

Рис. 2. суждать так: данное преоб- 

разование можно осуществить 
в два этапа, поворачивая сначала обе оси на угол @, затем 
меняя направление повернутой оси ординат на противополож- 
ное. Значит, нужно написать формулы (2), затем изменить 
знаки перед членами, которые содержат у’. Таким образом 
мы и получим (10). Формулы (10) можно написать в виде 
формул (3), если считать 

{11; m,}={cosa; sina}, 

{/,; m,} ={sina; —cos a}. 

Легко проверить, что и в этом случае соблюдаются усло- 
вия (7), (8). Однако вместо (9) будем иметь 

—=-1. (11) 

Соотношения (7), (8), (11) являются не только необходимыми, 
но и достаточными условиями того, что формулы (3) выражают 
преобразование прямоугольных координат, нарушающее ориен- 
тацию осей (для доказательства нужно повторить рассужде- 
ния, проведенные в п” 4, до того места, где устанавливается,
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что либо B=a+—, либо Ва; при условин (11) 

отпадает первая возможность). 
Мы можем теперь сформулировать следующее утвержде- 

ние: если коэффициенты формул (3) удовлетворяют усло- 
виям (Т), (8), то эти формулы выражают преобразование 
прямоугольных координат с неизменным масштабом (и, ко- 
нечно, с неизменным началом координат). Орнентация осей 
сохраняется или нарушается, в зависимости OT того, будет 
ли соблюдено условие (9) или условие (11). 

$ 2. Приведение к каноническому виду уравнения 
линии второго порядка с центром в начале координат 

6. Пусть дано уравнение 

Ax? + 2Вху + Су? =H. (1) 

Особенностью его является отсутствие членов первой сте- 
пени относительно x, у. Этому соответствует известная 
особенность расположения линии второго порядка, которая 
задана уравнением (1). Именно, левая часть (1) не меняется 
при замене x, у на —х, — 9; следовательно, если точка 
M(x; у) лежит на линии (1), то точка N(—x; —y) также 
лежит на этой линии. Иначе говоря, точки линии (1) рас- 
положены парами, симметрично относительно начала коорди- 
нат. Таким образом, если линия второго порядка задана 
уравнением вида (1), то а) она обладает центром (сим- 
метрии); 6) начало координат помещено в центр. 

7. Левая часть уравнения (1) 

Ax? + 2Bxy + Су? (2) 

представляет собой однородный многочлен второй сте- 
пени (т. е. многочлен, состоящий только из членов второй 
степени). Такой многочлен называют квадратичной формой 
от двух переменных х, у. 

Мы будем сейчас заниматься задачей о приведении 
квадратичной формы (2) к каноническому виду. Сущность 
этой задачи в следующем: требуется повернуть координат- 
ные оси так, чтобы после приведения формы (2) к новым 
координатам исчез член с произведением новых текущих
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координат, Согласно $ 1 дело сводится к тому, чтобы найти 
формулы 

х = Их’ Loy’, | (3) 

yY=mx +т.у, 

в силу которых имеет место тождество. 

Ах + 2Bxy - Су = мхи му". (4) 

Это значит, что после замены величин х, у по формулам (3) 
данная квадратичная форма должна принять вид, указанный 
в правой части (4) и называемый каноническим видом (в ка- 
ноническом виде формы ее средний коэффициент равен нулю). 
Коэффициенты формул (3) надлежит подобрать так, чтобы 
соблюдались условия (7)—(9) § 1. 

Если квадратичная форма (2) будет приведена к канони- 
ческому виду, то одновременно с нею получит канонический 
вид и уравнение (1). Вопрос о приведении к каноническому 
виду общего уравнения второй степени будет решен вообще 
в 6 4. Здесь мы решим его для уравнения вида (1). Мы 
докажем, что каждую квадратичную форму (2), а вместе 
с тем каждое уравнение (1), можно привести к каноническому 
виду, и дадим простой способ искомого приведения. 

8. Предположим сначала, что коэффициенты формул (3) 
уже найдены и тождество (4) достигнуто. Перепишем его 
следующим образом: 

(Ax + Ву) х- (Bx +Cy) y =A, хх’ +Agy’y’. (5) 

Теперь каждую из скобок в левой части преобразуем по 
формулам (3): 

Ax + Ву = (Al, + Bm,) x’ + (Al, - Вт.) у’, 

Вх -- Су = (Bl,-+Cm,) x’ + (Bl, + Ст,) у". (6) 

Используем, далее, обратные формулы преобразования ко- 
ординат: 

xo = 1x my, 

у’ =1,x + mey; 

хх’ = (lyx-+ my) x’, 

yy’ = (14x + may) у". 

отсюда 

(7)
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Тождество (5) вследствие (6) и (7) принимает вид: 

(Al, + Bm,) хх’ + (Bl, +Cm,) yx’ +(Al, Вт.) xy’ + 

+ (Bl, + Ст») yy’ = 

= А хх’ +Aymyx'’ Е №Ь ху +h myy’. (8) 

В левой части (8) содержатся четыре различных члена; 
столько же аналогичных членов мы имеем в правой части (8). 
Тождество (8) будет соблюдено, если коэффициенты подоб- 
ных членов слева и справа окажутся одинаковыми; одно- 
временно будет соблюдено и тождество (4). Таким образом, 
для решения задачи достаточно подобрать коэффициенты 
формул (3) и числа Ay, А. так, чтобы 

Al, + Bm, = М, Al, + Bm, =Aals, 9 

Bl, +Cm,=Aym, |’ Bl, + Cm, =№т.. (9) 

Дело свелось к системе уравнений: 

Al+ Вт = М, 
ы (10) 

Bl -+Cm = №т. 

Задача будет завершена, если мы найдем два решения Д, 
т, МИД, то, № системы (10), удовлетворяющих условиям 

(7) —(9) 8 1. 
9. Займемся системой (10). Перепишем ее следующим 

образом: 
(A—A)/+ Вт —=0, (11) 

Bi+(C—A)m=0. 

Отсюда 
А—^ В 

| В С = 0, (12) 

Tak как в противном случае мы не получим из системы (11) 
ничего, кроме /=0, т=0 (см. Курс, Приложение, $ 1, 
п” 5)*). Развертывая определитель, напишем (12) в виде 

№2 —(А-+- С) 4+ (AC— В?) =0. 

*) Здесь и далее идут ссылки на книгу автора «Краткий курс 
аналитической геометрии», изд. 6-е, Физматгиз, 1962 (и последую- 
щие стереотииные издания), которая будет именоваться просто 
Курсом.



14 ОВЩАЯ ТЕОРИЯ ЛИНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА (ra. 1 

Из этого квадратного уравнения мы найдем нужные нам 
значения A=A,, A=A,: 

д _ АСЕ V(A+CP—4(AC— BY 
1.3 —— 9 ° 

Заметим, что 

(A+ С} —4(AC — В*) = (А— C+ 48 > 0; 

следовательно, уравнение (12) имеет только действительные 
корни. 

Уравнение (12) называется характеристическим уравне- 
нием квадратичной формы (2); корни A,, А, уравнения (12) 
называются характеристическими числами этой формы; OHH 
же получаются в качестве коэффициентов после приведения 
формы к каноническому виду. 

Рассмотрим два возможных случая. 
Первый случай. (А—С)?-48*>0. При stom 

условии A, 52 Ay. 
Если мы подставим A=A, в систему (11), то система (11) 

будет иметь ненулевое решение /, m. Построим вектор {4 т}. 
Направление этого вектора называется главным направле- 
нием данной формы, соответствующим характеристическому 
числу A,. Ясно, что вектор {/,, m,}, где Д=ыр т, = ит 
(и — какое-нибудь число =2 0), также имеет главное направ- 
ление. 

Возьмем 

—_+!_, 
Ури, 

тогда 

it ии =1. 

Такое решение /,, т, системы (11) будем называть норми- 
рованным. Вектор {/,; m,} является единичным вектором 
главного направления, которое соответствует числу Ay. 
Аналогично, решая систему (11) при A=A, и нормируя 
решение, получим единичный вектор {/,; m,}. Этот вектор 
определяет другое главное направление данной квадратичной 
формы, соответствующее характеристическому числу А.. До- 
кажем, что главные направления, соответствующие различным 
характеристическим числам Ay, А. (А, 52 А.), перпендикулярны 
друг к другу.
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Для доказательства прежде всего заметим, что числа 
д, т, Мид, т, А. удовлетворяют равенствам (9) (по- 
скольку эти числа найдены из (11)). 

Умножим первое и второе равенства левой группы (9) 
соответственно на /y, т. и сложим их почленно; точно так 
же поступим с правой группой, используя /,, m,. Получим: 

(Al, + Вт.) 6 +(Bl, + Cm,) т. =), (ИЬ-тт,), 

(Al, + Вт.) 1 +-(Bl, + Ст.) т, =), (t,/, + mym,). 

Раскрывая скобки, легко обнаружить, что слева в этих двух 
равенствах стоит одна и та же величина. Поэтому, вычитая 
почленно одно равенство из другого, найдем: 

Но A, 4A,, следовательно, 

Ll, + mm, =0, 

что и требовалось (см. n° 4). 
Поставленная задача в рассматриваемом случае решена. 

В самом деле, так как по доказанному векторы, определяю- 
щие главные направления, перпендикулярны друг к другу, 
то мы можем направить по ним оси новой прямоугольной 
системы координат. Переходя к новым координатам по фор- 
мулам (3) с найденными коэффициентами 7, m,, 5, Ш, мы 
приведем данную квадратичную форму к каноническому виду; 
это ясно, поскольку равенства (9) соблюдены. Следует еще 
учесть условис (9) § 1. Но и его соблюсти нетрудно, умно- 
жая, в случае надобности, /,, m, (или /,, т.) на —1. 

Второй случай. (A—C)*?+482?=0. Ha этот раз 
A,=A,.° Так как теперь нет надобности различать A, 
и A,, будем писать просто А. Очевидно также, что в данном 
случае A=C, В=0. Отсюда и из формулы решения квад- 
ратного уравнения (12) (приведена выше) находим 

A=A=C. 

Если подставить это значение A в систему (11), то все коэф- 
фициенты системы обратятся в нуль. Следовательно, система 
(11) будет состоять из тождеств и удовлетворяется любыми 
числами 7, т. Таким образом, если характеристические чис- 
ла квадратичной формы совпадают, то любое направление
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является для такой формы главным. Так как A=C, В=0, 
то данная форма уже имеет канонический вид 

Ах? + Ау 

и ничего с ней делать не надо. Однако мы можем повернуть 
оси на любой угол, и форма при этом сохранит канонический 
ВИД. 

10. Подводя итог изложенному, сформулируем следующее 
правило. 

Для того чтобы привести данную квадратичную форму 
к каноническому виду, нужно ̀ решить уравнение (12) и 
найти характеристические числа №, №5; они u будут коэф- 
фициентами в каноническом виде формы. Координатные оси 
следует направить по главным направлениям формы. Если 
ось абсцисс направлена по первому главному направлению 
(которое определяется системой (11) при A==A,), то A, будет 
коэффициентом при квадрате абсциссы. 

Ясно, что тем самым дано также правило приведения 
к каноническому виду уравнения (1), поскольку его левая 
часть есть квадратичная форма. 

Пример. Привести к каноническому виду уравнение: 

17x? + 12xy + 8y? = 20. 

Решение. Составляем характеристическое уравнение: 

17—A 6 
6 82/7: 

Напишем его в развернутом виде: 

А2 — 254A + 100 =0. 

Отсюда находим характеристические числа: A, =20, ^,.=5. 
Тем самым мы уже знаем каноническое уравнение: 

20x'" + 5у”" =20, 
ИЛИ , , 

x’ Г 

та = 
Данная линия является эллипсом с полуосями @=2, b=1. 
Если нас, кроме того, интересует расположение линии, то мы 
должны найти преобразование координат, приводящее данное
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уравнение к каноническому виду. Напишем систему (11): 

(17—^)/- 6 =0, (+) 
6/- (8 —A) т = 0. 

Полагая здесь A=A, =20, получим 

—dl + бт =0, 

6/—12m = 0. 

Фактически мы имеем здесь одно уравнение; в качестве его 
решения можно взять, например, , 9 
1[=2, m=1. Нормируя это реше- у 

2 ] 
— т. =e 

V5’ | 15 
Полагая в системе (*) А =А, =5, 
получим 

ние, найдем: J, = 

ки взяты так, чтобы соблюдалось 
условие (9) $ 1). Переход к но- 
вым осям достигается поворотом 
на угол а, который определяется 

равенствами cosa = /, = Рис. 3. V5’ 

sina =m, = . Проще построить этот угол по тангенсу: 
V5 

(рис. 3). Формулы соответствующего преобразования коор- 
динат напишем согласно (3): 

2х’ — у’ y x’ +2y’ 

ye’ УЕ 
В том, что эти формулы действительно дают тождество 

17x? + 12xy + By? = 20x" + 5y”’, 

> = 

можно убедиться и непосредственной проверкой,
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$ 3. Инварианты и классификация квадратичных форм 
от двух аргументов 

11. В предыдущем параграфе мы указали определенный 
способ приведения данной квадратичной формы от двух аргу- 
ментов K каноническому виду. Естественно возникает вопрос: 
не может ли случиться, что с помощью какого-то другого 
преобразования прямоугольных координат данная квадратич- 
ная форма приведется к другому каноническому виду? [lo- 
кажем, что этого не может быть. Иначе говоря, каждая 
квадратичная форма имеет единственный канонический вид 
(конечно, не считая возможности поменять ролями абсциссу 
и ординату). Следует оговориться, что единственность кано- 
нического вида формы имеет место при условии, что употреб- 
ляются только прямоугольные координатные системы с одним 
и тем же масштабом. 

Перейдем к доказательству нашего утверждения. Обозна- 
чим буквой Ф величину данной квадратичной формы: 

Ф = Ax? + 2Bxy + Cy’. (1) 

В силу этого равенства каждой точке M(x; у) сопостав- 
ляется определенное численное значение Ф; его называют 
значением данной формы в точке M(x; у). Приведем данную 
форму к каноническому виду. Пусть A,, А, — характеристи- 
ческие числа формы; предположим для определенности, что 
A, < А», и направим новую ось абсцисс по тому главному 
направлению, которое отвечает числу A,. Тогда значение Ф 
в точке M будет выражено равенством 

Ф=Ах” +Ay”, 

где х’, у’— новые координаты точки M. Так как A, < А,, то 

АНА" Му”. 
2 2 

Поскольку x’ +y’ z= x*-+-y7, то такие же соотношения 
имеем и в старых координатах: 

Ay (x? + y?) SD SA, (ху). 

Ограничим возможные положения точки М, требуя, чтобы 
она находилась на единичной окружности: 

+ y= 1. `
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При этом условии все возможные значения Ф {отвечающие 
любым положениям точки М на единичной окружности) за- 
ключены между A, и Ag, т. е. 

 <Ф<»).. 
Найденные границы изменения Ф являются точными. Именно, 
если х’=-1, у’ =0, то D=A,; если х’=0, у’ = 1, 
то Ф=А,. Этим наше утверждение доказано. В самом деле, 
если данная форма в других координатах получит также 
канонический вид, но с другими коэффициентами, то, анало- 
гично рассуждая, покажем, что эта же форма на той же 
единичной окружности имеет другие границы изменения, что 
невозможно. 

12. Если Л. 5=А,, то единственной будет и та координат- 
ная система, в которой данная форма получает канонический 
вид (не считая возможности менять ролями положительные 
и отрицательные направления осей). Докажем это. Имея Ay Ag, 
будем считать A, <A, и вернемся к предыдущим соотноше- 
ниям. Заметим, что в данном случае при x’ 520 будет 

ФЕ prey” му) =, 
т. е. при x’ =40 имеем 

Ф <\.. 

Только в двух точках х’==0, у’ =--1 получаем 

Ф=^.. 

Таким образом, на единичной окружности есть единственная 
пара диаметрально ‘противоположных точек, где Ф получает 
наибольшее значение. Именно через эти точки и проходит 
ось ординат той координатной системы, в которой форма 

имеет канонический вид. Тем самым единственность такой 
системы координат доказана. 

Если A, =А,, то форма имеет канонический вид в любых 
прямоугольных координатах. В самом деле, обозначая A, =A, 
просто через А, получим в некоторых координатах 

: a 

D=A(x’ у’). 
Но если’ мы еще повернем координатные оси на любой угол 
И перейдем к другим координатам x”, у”, TO x’ у” = 
=x""+y” т.е. Ф сохраняет канонический вид. Это обсто- 
ятельство уже отмечалось в предыдущем параграфе.
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13. Пусть дана произвольная квадратичная форма 

Ф == Ах? -- 2Bxy -- Су? 

и пусть совершается преобразование координат 

x= 1,%' Ну’, 

y= mx" + my" 

при любом повороте осей. Подставляя эти выражения X, и, 
приведем Ф к новым координатам: 

Ax? +2Bxy + Cy? =A'x” + 2B'x’y’ С’у”. 

Поскольку квадратичные формы, написанные здесь слева и 
справа, преобразуются друг в друга, они приводятся к одному 
и тому же каноническому виду. Следовательно, обе эти формы 
имеют одни. и те же характеристические числа A,, Ay. Ha- 
пишем для каждой из этих форм характеристическое урав- 
нение (см. $ 2): 

№ — (А С) А-(АС- 83) =0, 

23 — (А’-- СА --(А’С’— В”) =0. 

Эти уравнения имеют одни и те же корни Ay, Ag, следова- 
тельно, не отличаются друг от друга. Таким образом, 

A’ +- С’, —=А--С, 
А’С’— В’ = АС— В 

(хотя по отдельности A’, А’, С’ не обязаны совпадать 
с. А, В, С). 

Мы видим, что величины А--Си АС— В? не меняются 
при любом преобразовании формы к новым прямоугольным 
координатам; поэтому их называют инвариантами формы 
относительно преобразования прямоугольных координат. 

Инвариант 4С— В? называется дискриминантом квадра- 
тичной формы и обозначается обычно через 6: 

АВ 
—— эн 2 

Согласно теореме Виета 
б=^.^., 

где A,, А.—характеристические числа данной формы. 
14. Квадратичную форму будем называть эллилтической, 

если ее характеристические числа A,, Ag оба отличны от нуля
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и имеют одинаковые знаки, гиперболической, если числа Ay, № 

разных знаков, параболической, если одно из чисел А., he 
равно нулю. Так как 6=A ‚Ао, то форма будет ллиптической, 
если O> 0, гиперболической. если 6 < 0, и параболической, 
если 8=0. 

Рассмотрим эллиптическую форму Ф; допустим, что ее 
характеристические числа положительны: A, >0, А. > 0. 
Согласно n° 11 (считая А, < А.) имеют место неравенства: 

№ (у) < DSA, (x? у?). (2) 

Таким образом, в любой точке M(x; у), не считая начала 
координат, величина Ф > 0. Такая форма называется noso- 
жительно определенной. Если точка М(х; у) обегает еди- 
ничную окружность x? -| у? =1, то положительно определен- 
ная форма изменяется в постоянных положительных границах: 

 <Ф<).. 
Допустим, что A, < 0, Ag <0(^, < ^,). Из соотношений (2) 
заключаем, что в этом случае в любой точке (кроме начала 
координат) будет Ф < 0. Такая форма называется отрица- 
тельно определенной. На единичной окружности отрица- 
тельно определенная форма изменяется в постоянных отри- 
цательных границах. Итак, каждая эллиптическая форма 

Ф = Ax? + 2Bxy -- Су? (6 = AC— В? > 0) 

является либо положительно определенной, либо отрицательно 
определенной. Чтобы узнать, к какому из этих двух классов 
относится данная эллиптическая форма, достаточно проверить 
ее знак в какой-нибудь точке. Беря х=1, у=0, заключаем: 
эллиптическая форма будет положительно определенной, если 
A> 0, и отрицательно определенной, если А < 0. 

Рассмотрим теперь параболическую форму. Допустим, 
что A, =0, A, > 0; тогда 

0<O<A, (x24 97). 

Таким образом, в данном случае форма Ф повсюду положи- 
тельна или равна нулю. Но, в отличие от эллиптической 
формы, параболическая форма обращается в нуль не только 
в начале координат. В частности, на единичной окружности 
имеем 

0<O<A,,
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т. е. Ф изменяется в границах, одна из которых есть нуль, 
другая — положительное число Ag. 

Аналогичным образом можно установить, что в случае 
A, <0, А, =0 параболическая форма Ф повсюду отрица- 
тельна или равна нулю. На единичной окружности такая 
форма изменяется между отрицательным числом A, и нулем. 

Рассмотрим, наконец, гиперболическую форму. Пусть 
А <0, A, >0. Так как A, HA, представляют собой границы 
изменения Ф на единичной окружности, то гиперболическая 
форма является знакопеременной. 

Примеры. р. Форма Ф==5х8 —4ху-|-5у2 является эллипти- 
ческой, так как 6=21> 0, и положительно определенной, так 
как А=5 > 0. На единичной окружности (х?--у2 =1) она заклю- 
чена в границах 

3 < 5х? —4ху-- Sy? «7. 

2) Форма Ф=х—93ху-- у? является параболической, так как 
6=0. Эта форма положительна в каждой точке, где ху, и равна 
нулю в точках, где х=у. На единичной окружности она заключена 
в границах 

0х3 — 2хи- у < 2. 

3) Форма Ф=х?-|-12ху-- у® является гиперболической, следо- 
вательно, знакопеременной, так как 6= —35 <0. На единичной 
окружности она заключена между числами —O и -+-7. 

4) Уравнение 5x3 — 4ху--5у2 = — 1] не определяет никакого 
действительного образа, так как данная квадратичная форма яв- 
ляется положительно определенной, а справа в этом уравнении 
стоит отрицательное число. 

© 4. Приведение к каноническому виду общего 
уравнения линии второго порядка 

15. Пусть дано общее уравнение линии второго порядка 

Ах? + 2Bxy + Су +2Dx+2Ey+ Р=0. (1) 

Наша цель — привести уравнение (1) к каноническому виду 
и тем самым установить вид данной линии. Левую часть 
уравнения (1) образуют следующие группы членов: 

1) квадратичная форма, состоящая из старших членов 
Ax? + 2Bxy + Су; 

2) линейная форма членов первой степени 2)х -|- 2Еу; 
3) свободный член Р. 
Предположим, что координатные оси данной системы 

координат поворачиваются на произвольный угол; тогда
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координаты изменятся по формулам вида 

хх hay’, (2) y=mx +m y. 

Ecau мы перейдем в уравнении (1) к новым координатам, 
т. е. заменим х, у их выражениями по формулам (2), то каж- 
дая из указанных групп членов левой части уравнения пре- 
образуется автономно (не влияя друг на друга). Направим 
новые координатные оси по главным направлениям квадратич- 
ной формы старших членов (их называют также главными 
направлениями данной линии). Тогда 

1) квадратичная форма старших членов примет канони- 
ческий вид: 

Ах? + 2Bxy+ Су = Ах” му". 

2) Следующим образом изменится группа членов первой 
степени: 

2Dx + 2Ey = 2D (1х Би’) + 2E (mx + my’) = 

= 2(Di, + Em,) x’ +2(DI,+ Em,) у’ = 2u,x’ + 24,’ 

(через и., И. обозначены новые коэффициенты). 
3) Свободный член останется без изменения. 
Мы получим уравнение данной линии в новых координатах: 

АА + Qu.’ + Quy’ + Е =0. (3) 

Дальнейшее упрощение этого уравнения производится в за- 
висимости от типа квадратичной формы старших членов. 

Согласно § 3 будем обозначать далее через 6 дискрими- 
нант квадратичной формы старших членов первоначального 
уравнения: 

§ = AC — B?. 

16. Предположим, что 6520. Так как 6=A,A,, то 

11520, А. 520 

и мы можем полученное выше уравнение (3) переписать так: 

di (<7 420 x’) +A, (ии) = —F, 

Отсюда 

(м (yt) arty
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Совершим параллельный перенос системы повернутых осей 

на величину — 5 в направлении оси Ох’ и на величину — 3 
1 ha 

в направлении оси Оу’; переход к новым координатам дается 
формулами: 

o_o М 
x =X a? 

yo =" №. 

Если мы обозначим правую часть (4) одной буквой A, то 
уравнение данной линии в последних координатах примет 
канонический вид: 

Not hoy” =H. (5) 
Возможны два случая. | 

1) Числа A,, А, одного знака; будем считать, что A, > 0, 
A, > 0 (в противном случае изменим знаки всех членов урав- 
нения). Econ Н5=0, то уравнение (5) приводится к виду 

x” у" 

Н + H — 1; 

м 

отсюда видно, что при f/>0 уравнение (5) определяет 
Н Н 

эллипс с полуосями а = ra b=: i: 
1 3 

Если H=0, то уравнение (5) определяет единственную 
вещественную точку: Хх” =0, у’=0. Однако в этом случае 
принято говорить, что уравнение (5) есть уравнение вырож- 
денного эллипса. 

Если Н<О0 (при A, >0, А, > 0), то уравнение (5) ни- 
какого вещественного образа не определяет. В этом случае 
говорят также, что уравнение (5) есть уравнение инимого 
эллипса. 

2) Числа A,, А» разных знаков; будем считать, что 
A, >0, А, <0. Если при этом Н>>0, то уравнение (5) 
определяет гиперболу, которая пересекает ось абсцисс и 

имеет полуоси: а = =, b= Vy —4, если H<O, то 
1 3 

также получается гипербола, но пересекающая ось ординат. 
Если H=0, то уравнение (5) определяет пару прямых, про- 
ходящих через начало координат. В самом деле, левая часть
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уравнения (5) разлагается на вещественные множители первой 
степени; при Н =0 имеем 

(Vi, х+И=К 9") (Им *" —-V =i, 9") =0; 

следовательно, линия состоит из прямых Vi, x" +V — Ау" =0 
и Vix’ — И— A, y” = 0 (например, уравнение 4х" — 9" = 0 
определяет пару прямых 2x"+3y"=0, 2х’—Зиу”=0). 
В последнем случае говорят также, что уравнение (5) опре- 
деляет вырожденную гиперболу. — 

Вернемся теперь к исходному уравнению (1). По старшим 

коэффициентам этого уравнения мы сразу можем подсчитать 
6 =АС— В. Но 5=A,A,; таким образом, если 6> 0, то 
А, Аз— числа одного знака; если б<0, то A,, А, — числа 
разных знаков. Отсюда заключаем: если данное уравнение 
(1) имет 5=АСЬ— В*>0, то оно определяет эллипс 
(вещественный, мнимый или вырожденный); если 6<0, то 

уравнение определяет гиперболу (настоящую или вырож- 
деннуо). 

17. Рассмотрим теперь уравнение (1) при условии 0 ==0. 
Так как 6=A,A,, то на этот раз одно из чисел A,, Ag равно 
нулю. Будем считать, что 

№ 5-0, A, =0. 

Уравнение (3) будет иметь вид 

их” 2х’ + Quy’ + Р==0, 
ИЛИ 

2 2 

hy (x/ +H)? 4 Quay’ + (FH) =o. 
Обозначая величину, стоящую в последней скобке, одной 
буквой А, получим 

M (¥ +3)" 2+ K=0. (6) 

Дальнейшее преобразование уравнения (6) зависит от |5. 
1) Если р. 520, то уравнение (6) можно переписать так: 

hy (а (y’ tar) =0. 
Совершим параллельный перенос системы осей Ох’, Оу’ на
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величину = в направлении оси Ох’ и на величину —5„- 
a 

В направлении OCH Оу’ ‚ переход к новым координатам дается 

формулами 
Hy , a goa xe’ — =y"——, 

Ay’ 4 2 

Мы получим каноническое уравнение параболы: 
п& Г. 

Ax" + 2p,y" =0. 

2) Если и. =0, то достаточно совершить параллельный 
перенос системы осей только в направлении оси Ох’ на ве- 

личину — 2; тогда x’ =x" — т, y’=y" и уравнение (6) 

примет гледуощий канониче с КИЙ ВИД: 

м + K=0. (7) 
Предположим 4, > 0. Тогда, если K <0, то уравнение (7) 
определяет пару параллельных прямых: 

Vin +V—K=0, ИУни-УЕК=0 (8) 
(например, уравиение 4х”—9 =0 определяет пару парал- 
лельных прямых: 2х”-|-3=0, 2х" —3=0). Если К=:0, то 
прямые (8) сливаются. Если K > 0, то уравнение (7) никакого 
вещественного образа не определяет. Однако в этом случае 
говорят, что уравнение (7) определяет пару мнимых парал- 

лельных прямых (при К 0 в уравнениях (8) число V—K 
будет мнимым). Вообще уравнение (7) называют уравнением 
вырожденной параболы. 

Возвращаясь к исходному уравнению (1), приходим к 
следующему заключению: если 6 = АС— В? =0, то урав- 
нение (1) является уравнением параболы (обыкновенной или 
вырожденной). 

18. Подводя итог всему исследованию, мы приходим к 
следующему общему выводу: каждое уравнение второй 
степени 

Ax? + 2Bxy +-Cy? +2Dx -+2Ey+F=0 

определяет либо эллипс (если 5=AC—B*> 0), либо ги- 
перболу (если 6 <0), либо параболу (если 6 =0). При этом 
следует учитывать мнимый н вырожденный эллипсы, а также 
вырожденные гиперболы и параболы.
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$ 5. Уравнения центра. Признак вырождения линии 
второго порядка. Примеры 

19. Вернемся к n°16, где мы приводили к простейшему 
виду общее уравнение второй степени в случае, когда оно 
определяет эллипс или гиперболу (т. е. в случае 6520). 
Мы упростили уравнение в два приема: сначала повернули 
оси, придав им главные направления кривой, затем совер- 
шили параллельный перенос повернутых осей. Легко понять 
геометрический смысл последнего преобразования: начало 
координат оказалось в центре данного эллипса или гипер- 
болы. Можно провести эти действия в ином порядке: во- 
первых, перенести начало координат в центр линии, затем 
нужным образом повернуть оси. Имея в виду такой план, 
выведем уравнения, которые определяют центр линии вто- 
рого порядка (если он есть) непосредственно по общему 
уравнению этой линии. 

20. Прежде всего нужно уточнить, чтб мы имеем в виду, 
когда говорим о центре линии второго порядка вообще. 

Некоторую точку $ мы называем центром данной линии 
второго порядка, если после переноса начала координат в 
точку S уравнение линии примет вид 

Ах? + 2Bxy + Су? =H, 

т. е. не будет солержать членов первой степени. Левая часть 
такого уравчения не меняется при одновременном изменении 
знаков текущих координат; это означает, что точки линии 
расположены парами, симметрично относительно точки S, т. e. 
что точка S является центром симметрии линии (по существу, 
понятие центра уже употреблялось нами раньше, в $ 2; 
сейчас мы только сформулировали это понятие более опре- 
деленным образом). 

Пусть дана линия второго порядка: 

Ax? + 2Bxy + Су 2)х- 2Ey + Е =0. (1) 

Требуется найти ee центр (если он есть). Предполагая, что 
центр имеется, обозначим его, как и раньше, буквой 5; 
обозначим через Xo, У, искомые координаты центра (в данной 
координатной системе). Перенесем начало координат в точку S; 
при этом координаты произвольной точки изменятся по
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формулам 

х=ХТХ, Y=YTYoy (2) 

где х, у— новые координаты той же точки. Перейдем в 
уравнении (1) к новым координатам. С этой целью, подставив 
в левую часть уравнения (1) вместо х, у их выражения по 
формулам (2) и приведя подобные ‘члены (подобные относи- 

тельно новых текущих координат x, И), мы получим 

Ax? +- 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + Р = 

= Ax? + 2Вхи + Су? +2Dx+2Ey + F, (3) 
где 

D= Аж + Ву, +0, 
Е = Вх, +Cy, В, (4) 

F = Axi + 2Bx y5 + Cy? + 2Dx, + 2Ey, + F; 

коэффициенты старших членов остаются прежними. 
Преобразование левой части уравнения (1) происходит 

согласно этим формулам в любом случае, т. е. независимо 
от того, чтб представляет собой точка $. Точка $ будет 

центром, если D=0, Ё=0. Отсюда получаем уравнения 
центра: 

Решая их совместно, найдем центр $(%, Yo). Система (5) 
может оказаться несовместной; тогда центра у’данной линии нет. 

Напишем определитель системы (5): 

Мы видим, что это — известный уже нам дискриминант группы 
старших членов. 

Всли 6520, то система (5) совместна и имеет единствен- 
ное решение. Следовательно, если 6 ==0, то данная линия 
имеет единственный центр. Такая линия второго порядка 
называется центральной. В случае центральной линии коор- 
динаты центра выражаются формулами (см. Курс, Приложе-
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ние, § 1): 

(6) № = 

>
 

O 
& 

Ф
Т
 -)

 
t
n
 & 

Отсюда и из (4) найдем Р. Вычисление Р можно — значи- 

тельно упростить, если выразить Р со следующей груп- 
пировкой членов: 

Р=(Аху- Ву, + 0) х-+ (Вх, + Су +E) у, + 
+ (Бж- Ey + Р}; 

вследствие системы (5) имеем 

Используя (6), найдем 

BD DA АВ 
АСЕ Е ВВС in 

_—— A B e 

BC 

Числитель полученной дроби может быть записан в виде 
определителя третьего порядка: 

ВО DA 
Dicel|t Fle p 

ABD 
BCE 
DEF 

AB 
+F ig el = 

Этот определитель обозначается символом A: 

и называется дискриминантом левой части общего уравне- 
ния (1). Из (7) окончательно имеем: 

= A =. 

Итак, если линия, заданная уравнением (1), является цент- 
ральной (5 = 0), то после переноса начала координат в ее
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центр данное уравнение (1) приводится к виду 

Ax? --2ВХу 4- cy’ +20 (8) 

(коэффициенты 4; В, С — прежние). Совершая теперь над- 
лежащий поворот осей, можно привести уравнение (8) к 
каноническому виду: | 

мхи = 0. (9) 
Таким образом, свободный член Я в уравнении (5) § 4 мо- 
жет быть подсчитан по данному уравнению (1) сразу, без 
того, чтобы на самом деле выполнять преобразование коор- 

A 
динат Н=—-. Тем самым может быть написано и все 

уравнение, поскольку характеристические числа Ay, А. также 
непосредственно находятся по коэффициентам старщих чле- 

нов (см. § 2). | 
21. В $ 4 установлено, что уравнение (5) § 4 опреде- 

ляет вырожденную линию при Н=0. Отсюда заключаем: 
центральная линия второго порядка является вырожденной 
тогда и только тогда, когда А =0. 

В следующем п°мы покажем, что точно такое же условие 
характеризует вырожденную параболу. 

22. Предположим, что исходное уравнение (1) имеет 6=0, 
Тогда оно приводится к виду (6) § 4. Мы установим сейчас формулу, 
которая позволяет сразу подсчитать коэффициент п. в этом урав- 
нении, зная коэффициенты исходного уравнения (1). Именно, 

А. 
Вэ = = V -2: 

одновременно будет показано, что подкоренное выражение здесь 
>0. Так как 6 = АС— B?=0, то оба коэффициента A и С не могут 
быть равными нулю (тогда все три коэффициента были бы равны 
нулю и уравнение не имело бы старших членов). Допустим, что 
А 0; будем считать, что А>0 (в противном случае изменим 
знаки всех членов), В 

Положим © = ИА, p=—-; тогда A=a’, B=af. Отсюда и 

из условия АС-— В? ==0 найдем С =В2. Согласно п°17, где впервые 
появился коэффициент ц., имеем 

из = 91 -- Ema; 

эдесь {lo; т„}-— вектор, который определяет главное направление 
соответствующее — характеристическому числу А.=0; при этом
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вт? =1. Подставим A=A,=0 в систему (11) § 2, одновременно 

полагая А =а2, В =авВ, С =В3; система примет вид: 

11 -- «Вт =0, 
а! -- 62m =0. 

В качестве решения этой системы можно взять /=— В, т=а. 
Нормируя это решение, получим 

L= В ° M,= И e 

+ Vat+ В? + Vat В! 
С другой стороны, из характеристического уравнения (12) § 2 
найдем Ay=A+C=a?-+-f?. Следовательно, 

lyn "ух 
Ея — ОВ 

=D] E — —. 

po ot Me + Ул, 

Подсчитаем дискриминант левой части данного уравнения: 

А = =D (apE —Вз0)—Е («Е —оВО) = 
a? af D 
aB В Е 
DE F 

=— Eo (Ea— DB) + DB (Ea — 08) =— (Ea— DB)’. 

Таким образом, (Еа— ОВ)? = — A. Отсюда 

[о = + и 4, 
Ay 

что и утверждалось. Подкоренное выражение здесь ие отрицательно, 
так как А = 0, A, > 0. 

Рассмотрим две возможности (считая 6 =0): 
1) A#0; тогда p, = 0 и даиное уравнение (1) определяет пара. 

болу в собственном смысле слова (см. § 4). Каноническое уравне- 
ние этой параболы можно написать теперь в готовом виде: 

А1х"а + 2 и-^ " = 0: (10) 

hy 

выбор знака определяется в зависимости от выбора положительного 
направления оси ординат. 

2) А=0; тогда п. =0 и парабола будет вырожденной. 

23. Теперь мы можем высказать общее утверждение: 
уравнение (1) определяет вырожденную линию второго по- 
рядка тогда и только тогда, когда дискриминант его левой 
части равен нулю: А =0.
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24. Пример. Дано уравнение 

5х2 -|- 8xy + 5у2 — 18x — 18y +9 =0; 

установить, какую именно линию определяет это уравнение, и при- 
вести его к каноническому виду. 

ешение. Имеем 6=9> 0, А=— 81, следовательно, данная 
линия является невырожденным эллипсом. Составим характеристи- 
ческое уравнение группы старших членов: А? — 10-9 = 0; отсюда 
A,=9, Ag=1. Каноническое уравневие можем написать теперь 
сразу: 9х2-- 3—9 =0 (см. n° 20), или 

Таким образом, данная линия является действительным эллипсом 
с полуосями Зи 1. Если нас, кроме того, интересует расположение 

I 
у у ‚у 

Рис. 4. 

этого эллипса, то придется находить его центр и главные направ- 
ления (рис. 4). Составим уравнение центра: 

6x9 4, —9 =0, 

4x) + 5y) —9=0. 

Отсюдз X9=1, yo=1. Перенесем начало координат в центр (без 
поворота осей); при этом координаты изменятся по формулам 
x=x-+1, y=y+1, а уравнение примет вид 

5x9 -- 8x y +5y2—9=0 (*) 
(см. n° 20). 

Найдем главное направление, соответствующее характеристи- 
ческому числу Л, =9. Для этого подставим в систему (11) 62
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А=5, B=4, C=5, A=A,=9; получим 

—41+4m=0, 
4l1—4m=0. 

В качестве решения этой системы можпо взять /=1, m=]. 
В данном случае легко определяется угол &@, который составляет 
с осью Ох это главное направление: 

16 9 = m=] @ = a 
| ' 4° 

Значит, оси нужно повернуть на 45°; отсюда имеем формулы соот- 
ветствующего преобразования координат: 

x’ —y’ j _x +y’ 

У? У? ' 
Преобразование уравнения (*) по этим формулам приведет нас со- 
гласно теории к Каноническому уравнению 9х’ --уз—9 =0, в чем 
можно убедиться также и непосредственной проверкой, 

Пример. Дано уравнение 

4х2 —4ху-{ у —2х— l4y 7=0; 

Х = 

установить, какую именно линию определяет это уравнение, и при. 
вести его к каноническому виду, 

Решение. Имеем 6=0, A=—225. Следовательно, данное 
уравнение определяет обыкновенную (невырожденную) параболу, 
Составим характеристическое уравнение группы старших членов 
А2—5),=0; отсюда А, =5, А, =0. Согласно n°22 каноническое 
уравнение кривой имеет вид 5х2 +6 У 5y=0. Если нас, кроме гого, 

интересует расположение нашей параболы, то придется находить 
ту координатную систему. в которой уравнение этой параболы 
имеет канонический вид. 

Найдем главные направления данной параболы (относительно 
старых осей). В данном случае система (11) $2 при А=А, =5 
будет 

—1—2т =0, 
—2/ —4т =0, 

В качестве решения системы возьмем {= —2, т =1. Вектор {—2; | 
составляет с осью Ох тупой угол. Желая повернуть оси на острый 
угол, поменяем ролями главные направления, будем считать A,=5, 
,=0. Тогда найденное решение дает второе главлое направление; 

нормируя решение, получим 
| 

6 = _2_ т о — = —+s3 2 Ы—_—. 

V 5 У 5 

В таком случае для первого главного направления (которое отве- 
чает числу А, =0) имеем 

2 Н. В. Ефимов
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Чтобы направить оси по этим главным направлениям, нужно по- 
вернуть их на угол @, имея 16 &=2. Соотвстствующие формулы 
преобразования координат будут: 

х— 2 2x’ + y’ 
==, =. 

У5 V5 

Переходя в данном уравнении к новым координатам, найдем 

5у'з—6У 5х'’—2У 5y’+7=0. 

Заметим, что квадратичный член здесь определяется сразу согласно 
теории, так как A;=0, A, ==5; свободный член переходит из дан- 

ного уравнения без изменения 
(см. n° 15). Таким образом, факти- 

у чески преобразование потребова- 
лось выполнять лишь по отноше- 

д нию к членам первой степени. 
} Перепишем предыдущее урав- 

нение так: 

Теперь видно, ч1о нужен парал- 
лельный перенос системы Ох’, Оу’ 

на величину ys в направлении 

Рис. 5. Е 

оси Ох’ и на величину —— в на- 

правлении оси Оу’ при этом координаты преобразуются по форму- 
лам 

и, ИБ ии, И 
x x ra у=у - Е 

и данное уравнение принимает канонический вид! 

5у"з —6У 5х” =0. 

Начало последней системы координат находится в вершине этой 

параболы, координаты вершины в системе x’, у’ суть (Ye $ vs , 

1 
а в системе х, у суть Geax =). Расположение параболы пока- 

зано на рис. 5.



ГЛАВА I} 

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

§ 6. Преобразование декартовых прямоугольных 
координат в пространстве 

25. Пусть дана декартова система координат с осями 
Ох, Oy, Oz. Рассмотрим новую систему координат с началом 
в точке О’, оси которой О’х’, О’у’, О’2’ соответственно 
параллельны осям Ох, Оу, О2 старой системы и имеют те 
же направления (масштаб остается прежним). Пусть извест- 
ны старые координаты нового начала О’ (а; 6; с). Тогда 

х=х’--а, 

y=y +64, (1) 
2—= 2’ +e, 

где х, у, г— старые координаты произвольной точки, x’, и’, 
2’— новые координаты TOH же точки. Формулы (1) выра- 
жатют преобразование координат при параллельном переме- 
щении осей. Доказательство этих формул по существу 
очевидно. В самом деле, так как система осей параллельно 
перемещается на величину а в направлении Ох, на величину 
р в направлении Oy и на величину с в направлении O2, то 
абсциссы всех точек уменьшаются на а, ординаты — на р, 
аппликаты — нас (х’=х—а ит, д.). 

26. Теперь мы установим формулы преобразования декар- 
товых прямоугольных координат при таком изменении коор- 
динатной системы, когда изменяются ее оси (однако остаются 
перпендикулярными друг к другу), а начало координат и 
масштаб остаются неизменными. 

Пусть Ох, Oy, Оё— старые, Ох’, Oy’, Ог’— новые ко- 
ординатные оси. Будем считать, что нам известны углы, ко- 
торые образует каждая ось новой системы © каждой осью 

2*
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старой; обозначения этих углов дадим следующей таблицей: 

| Ох | Оу | 02 

Ох’ | a, В, v1 

(2) 
Oy’ | a, В. Vo 

Oz’ | a, Bs ¥3 

Обозначим через & J, Ru id’, Л, Rk’ базисные векторы ста- 
рых и новых осей. Напишем разложение каждого вектора 
i’, 7, Ё’ по старому базису: 

Л = + т. 7- nk, (3) 
ть пой. 

Так как каждый из векторов ?’, J’, &’ является единичным, 
то для каждого из них коэффициентами разложения будут 
служить направляющие косинусы. Таким образом, вся таб- 
лица коэффициентов формул (3) дается следующим равенст- 
BOM: 

lL, m, ny, cosa, cosB, cos 7, 
l, т. п. |=| cosa, cosB, cos, |, (4) 

т Ng cosa, с0$ В. cosy, 

которое нужно понимать Tak: /,=cosa,, 7, = с0$ В, ит. д. 
Обозначим через M произвольную точку пространства, 

через (x; и; 2)— старые координаты этой точки, через 
(х’; у’; 2’) —ее новые координаты. Имеет место векторное 
равенство: 

хи] аб = ур 2’, (5) 

поскольку его левая и правая части представляют собой 
разложение одного и того же вектора ОМ (по разным ба- 
зисам). Заменяя в равенстве (5) векторы Zé’, Л, Rk’ их выра-
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жениями по формулам (3), получим 

риа = x! (Lb + т J+ ny) + 

$y! (lat + ity J+ Might) + 
+ 2° (gt + т. J+ пз^), 

ИЛИ 

жи 2 = (Их Бу 1,2) t+ 

+ (тах’ + ту’ + т’) J+ 

+ (myx! пу + ge"). (6) 
Так как коэффициенты разложения вектора по базису 
i, J, Е определяются этим вектором однозначно, то из (6) 
вытекают три равенства: 

K=1x' Ну +1,2', 

y=m,x' + my’ ть’, (7) 

=’ + пу’ +7,2'. 

Искомые формулы найдены. Если заменить в них коэффи- 
циенты /,, 4, ..., 23 согласно (4), то они примут закончен- 
ный вид; 

Х=’ cosa, и’ cosa, -- 2’ COS а», 

у=х’ cos Bitty’ cos В. +2’ cos Bs, (8) 
2=х’ COS py, Ну’ COS у. + 2" COS Vg. 

27. Формулы (7) (или (8)) выражают старые коорди- 
наты произвольной точки через ее новые координаты. 
Часто требуются обратные формулы, выражающие 
новые координаты через старые. Чтобы получить их, 

достаточно в формулах (7) поменять ролями старые и новые 
координаты, одновременно транспонируя таблицы (2) и (4) 
(т. е. меняя ролями их строчки и столбцы). Мы получим 

x = 1% + my + п), 

y’ =1,% + my + gz, (9) 
2’ — [3х + Mg + Ng. 

28. Коэффициенты ЛД, 4, »., Mg в формулах (7) удов- 
летворяют определенным условиям. Найдем их. Прежде всего 
учтем, что новые базисные векторы #, Л, # являются
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единичными; поэтому 

И-т- п: =1, 
B+ т: п: =1, (10) 
Вт п =1. 

Далее, векторы Zi’, J’, Rk’ попарно перпендикулярны друг 
к другу; поэтому их попарно взятые скалярные произведе- 
ния должны быть равны нулю: 

д - тат, + пап, = 0, 
п - тит Е пап, = 0, (11) 
Ll, + тт, лот. = 0. 

Наконец, если ‘тройки векторов 8, Л Ви Г, Л, k’ обе пра- 
вые (или обе левые), то смешанное произведение #/Ё’ по- 
ложительно и равно объему единичного куба, т. е. #7’ =1; 
следовательно, в этом случае 

1 т Ny 

l, т, no |= 1. (12a) 
5 Mg Ng 

Если же тройки векторов $, Л Ви, J’, Е’ ориентированы 
по-разному (одна правая, другая левая), то 

т, п, 

т, n,|=—1. (125) 
1, т; Ng 

На основании сказанного ясно, что существует два вида 
преобразований декартовых прямоугольных координат: со- 
храняющие ориентацишо координатного базиса и нарушающие 
ее. Первые характеризуются условием (12а), вторые — усло- 
вием (125). 

Заметим, что соотношения (10), (11) являются не только 
необходимыми, но и достаточными условиями того, что фор- 
мулы (7) выражают преобразования прямоугольных коорди- 
нат (с неизменным масштабом). В самом деле, допустим, что 
нам дана система прямоугольных координат © осями Ox, Oy, 
Oz и даны формулы (7) с какими-то коэффициентами 
1, №, eee, Пу. По данным коэффициентам построим векторы
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i’, J’, Е’ согласно (3). Тогда, если соблюдены условия (10), 
то векторы Г, j’, Ё’— все единичные. Если соблюдены 
условия (11), то векторы #, Г’, R’ попарно перпендикулярны. 
Значит, при соблюдении (10) и (11) мы действительно имеем 
переход к новой, также прямоугольной системе координат 
(с тем же масштабом). Сохраняется ли при этом ориентация 
базиса, или нарушается, легко установить проверкой усло- 
вий (12а, b). 

29. Если начало координат переносится в точку 
О’ (а; 6; с) и вместе с тем меняются направления осей, то 
координаты преобразуются по формулам 

х=Цх’ Ау +432’ +a, 

у= myx’ + may’ + тзг" +8, 
= м’ пу +152’ +6, 

где коэффициенты /,, 2, ..., Ag определяются согласно (4) 
по данной таблице (2). 

$ 7. Некоторые общие выводы, основанные на формулах 
преобразования координат 

30. После того как получены формулы преобразования декар- 
товых прямоугольных координат в пространстве, легко доказать 
следующую теорему: 

Если поверхность определяется алгебраическим уравнением сте- 
пени п вкакой-нибудь системе декартовых прямоугольных координат, 
то в любой другой системе таких же координат она определяется 
также алгебраическим уравнением и той же степени п. 

Доказательство проводится совершенно аналогично тому, Как 
доказывалась в n° 39 Курса теорема 8. 

31. Из предыдущей теоремы тотчас следует, что линия пересе- 
чения поверхности второго порядка с плоскостью есть алгебраиче- 
ская линия ие выше второго порядка. 5 

Доказательство. Пусть даны какая-нибудь поверхность 
второго порядка и некоторая плоскость a. Выберем декартову 
прямоугольную систему координат так, чтобы ее оси Ох и Оу 
расположились в плоскости %. Согласно n° 30 данная поверхность 
в выбраниой системе координат, как и во всякой декартовой системе 
координат, будет определяться некоторым уравнением второй 
степени: 

Ax? - By? +-Cz?-+-2Dxy 4+ 2E x2 + 2Еуг + 2Gx+ 
+2Hy+2Kz2+L=0. (1) 

Плоскость @ имеет в этой системе коордипат уравнение 2=0. Ли- 
ния пересечения данной поверхности с плоскостью & определяется
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уравнением (1) совместно с уравнением 2 =0. Полагая в уравнении (1) 
2=0, мы получим 

Ах? +- By? + 2Dxy + 2Gx + 2Hy +L=0, (2) 

Это и есть уравнение линии пересечения данной поверхности с пло- 
скостью & в системе координат, которая на плоскости & задана 
осями Ох и Оу. Но уравнение (2) представляет собой алгебраиче- 
ское уравнение не выше второй степени. Тем самым утверждение 
доказано. 

Замечание. Степень уравнения (2) может оказаться ниже 
двух, это будет именно в случае, когда A, Ви D обращаются 
в нуль. Например, параболический цилиндр пересекается со своей 
плоскостью симметрии по прямой, т. е. по линии первого порядка. 
Но такие случаи являются исключительными; вообще говоря, по- 
верхность второго порядка пересекается с плоскостью по линии 
второго порядка. 

32. Круглый конус есть поверхность второго порядка. Отсюда 
и на основании сказанного выше следует, что каждая плоскость, 
не проходящая через вершину круглого конуса, пересекает его по 
цевырожденной линии второго порядка, т. е. либо по эллипсу, 
либо по гиперболе, либо по параболе. Тем самым устанавливается 
справедливость теоремы 14 Курса, которую мы оставили без дока- 
зательства. 

$ 8. Приведение к каноническому виду уравнения 
поверхности второго порядка с центром 

в начале координат 

33. Далее мы будем заниматься упрощением общего урав- 
нения поверхности второго порядка путем перехода к новым 
координатам. В целях простоты последующих выкладок введем 
удобную запись общего уравнения второй степени относи- 
тельно трех переменных х, у, 2. Ранее мы обозначали 
коэффициенты такого уравнения разными буквами; нам тре- 
бовалось десять букв. В последующие формулы эти буквы 
войдут в разных сочетаниях и формулы будет трудно запо- 
минать. Более целесообразной оказывается другая система 
обозначений, когда все коэффициенты обозначаются одной 
буквой с двумя числовыми значками снизу (их называют 
индексами). По этой системе общее уравнение второй степези 
относительно Хх, у, 2 пишется так: 

а, X* + 4.2? + а, 32? + 2а ху + 2а,зхг-- 2а.зуг + 
24а + 2аци-2а..2- а... =0. (1) 

Здесь применяется следующий. принцип: в индексах коэф- 
фициента пишется 1, 2 или 3 столько раз, сколько раз
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встречается сомножителем при этом коэффициенте х, у или Z; 
в качестве добавочного индекса берется 4. Например, коэф- 
фициент при x? помечается два раза единицей, так как 
х = х.х:; коэффициент при х2 помечается одной единицей 
и одной тройкой; коэффициент при х помечается одной еди- 
ницей и одним добавочным индексом — четверкой, у свобод- 
ного члена оба индекса добавочные (две четверки). Порядок 
индексов безразличен; таким образом, @1. = 451, @а1. => 2g) 
и т. д. Коэффициентами уравнения (1) называются числа 
@11, Zoo, ..., Ayo, ++ 0, @4а (XOTA, строго говоря, число Ayo, 
например, есть только половина коэффициента при xy). При- 
чина постановки множителя 2 при некоторых коэффициен- 
тах хорошо выясняется с помощью следующего тождества: 

ах? + 4029? + азз2* + 2аоху + 20,,%2 4+ 24.32 + 

+ 2a,4X + 2а4и-+24а:.2-+а.. = 

— (аих- @12у + @1з2 -- @14) x +- 

- (4219 + @.2у 4 Gogz+ Gog) у 

-Е (4315 -- Agoy + @зз2 + 254) 2 

F (Gq % FG yoy + @аз2 + 444). (2) 

Отсюда видно, что члены левой части с четвертого по де- 
вятый естественным образом составляются из двух одинако- 
вых экземпляров каждый. 

34. В этом параграфе мы рассмотрим неполное уравнение 
второй степени следующего вида: 

OX? + 4,2” + 4,322 + 2а1.ху + 2а1:х2 + 2а,зуг =H. (3) 

Особенностью его является отсутствие членов первой сте- 
пенн. Ввиду этого левая часть (3) не меняется при замене 
xX, и, 2 на —х, —y, —2; следовательно, если точка 
М (х; у; 2) лежит на поверхности (3), то точка N (—х; — и; —2) 
также лежит на этой поверхности. Иначе говоря, точки по- 
верхности (3) расположены парами, симметрично относительно 
начала координат. Таким образом, если поверхность второго 
порядка задана уравнением вида (3), то: 1) она обладает 
центром (симметрии); 2) начало координат помещено 
в центр. 

35. Левая часть уравнения (3) 

04%" + Orgy” + 4332 + ау + 2а1х2-- 24:32 (4)
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представляет собой однородный многочлен второй сте- 
пени (т. е. многочлен, состоящий только из членов второй 
степени). Такой многочлен называется квадратичной формой 
от трех переменных x, у, 2. Мы займемся сейчас задачей 
о приведении квадратичной формы (4) к каноническому виду. 
Сущность этой задачи в следующем: требуется повернуть 
систему координатных осей так, чтобы после приведения 
формы (4) к новым (прямоугольным) координатам исчезли 
все члены с произведениями новых текущих координат. 
Согласно § 6 дело сводится к тому, чтобы найти формулы 

х=дх У +157, 
Y= M,x' + my’ + m2’, (5) 

z2=nx’ + лоу’ Е п’, 

в силу которых имеет место тождество 

A,X? + Aggy? + @3322 + 2а1.ху + 2052 + 2a,,yz = 

=e they! 4-Agz”. (6) 

Это значит, что после замены величин х, у, Z по форму- 
лам (5) данная квадратичная форма должна принять вид, 
указанный в правой части (6) и называемый каноническим 

видом. Коэффициенты формул (5) надлежит подобрать так, 
чтобы соблюдались условия (10), (11) и (12а) 5 6. 

Если квадратичная форма (4) будет приведена к канони- 
ческому виду, то одновременно с нею получит канонический 
вид и уравнение (3). Мы докажем, что каждую квадратичную 
форму (4) (а вместе с тем и каждое уравнение (3)) можно 
привести к каноническому виду. 

36. Предположим сначала, что коэффициенты формул (3) 
уже найдены и тождество (6) достигнуто. Перепишем его 
следующим образом: 

(аих- а129 + 4132) Х- (ах + азу- а.з2) y+ 
+ (1X + @зои + @зз2) 2=мМх’х’ Ау’ +Ag2’2’. (7) 

Теперь каждую из скобок в левой части преобразуем по 
формулам (5): 

Oy XP ау - а132 = (а + а12т, + а1зп,) x’ + 
+ (2114 + Ayal + A, gM) у. + 
Е (9113 + 15/73 + Qyglg) 2°; (8)
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21% -|- ау + аз2 = (а, Нат, На,зп,) ©’ + 

+ (4,15 + ат. + а.зпо) у’ 

+ (ayly + воть + 4,373) 2°; (9) 

ах + Agey + @3з2 = (а: + азот + Ayah) + 

+ (25445 + 252MM + AggMq) у’ 
+ (43:15 + Ayal + Agglly) 2’. (10) 

Используем, далее, обратные формулы преобразования коор- 
динат: 

a’ =1x«+ my +n,z, 
y’ =Ьх-- my + QZ, 

Отсюда 

хх’ = Lex’ + myx’  п2х’, 

уу’ = ху’ + тьуу’ + пу’, (11) 

2'2’ =1,x2'-+ тзуг” + 1,22’. 

Если мы подставим выражения (8), (9) и (10) в левую часть 
(7), то получим слева девять различных членов; если под- 
ставим выражения (11) в правую часть (7), то получим справа 
девять аналогичных членов. Тождество (7) будет обеспечено, 
если коэффициенты подобных членов слева и справа ока- 
жутся одинаковыми; одновременно будет обеспечено и тож- 
дество (6). Таким образом, для обеспечения тождества (6) 
достаточно подобрать коэффициенты формул (5) и числа 
Ai, Аз, Аз так, чтобы 

а: 1, - ат, + а, зп, = МА, 

arly + ат, + аз, = Ми, (12а) 

а + @зат, + Ogg, = Ayn; 

Oy ply -- @12т, + Ay gly = gle, | 

Calg + ат, + Aya, = ham, | (125) 

Agylg + Ago, + аззп, = Ayn, 

Oily + yyy + @1зпз = Аз, 

a, + @ ТЗ + Qo3My = NgMts, (1 2c) 

азиз + Aggity + AgyMy = Aghs.



44 ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА [ГЛ. И 

Дело свелось к системе уравнений 

Q,/+ ат ап = АР 
ао1/- ат + ап = Ат, (13) 

аз1/- азот + Ayan = Ал. 

Задача будет завершена, если мы найдем три решения 
1, ту, п, Ay, В, То Ng, Ag H Lg, Ту, Пу, Аз системы (13), 
удовлетворяющие условиям (10)}— (12а) § 6. 

37. Займемся системой (13). Перепишем ее следующим 
образом: 

(а:—^) 1-Н ат - а, зп =0, 
а + (а. —^) m+ ап =0, (14) 

аз - ат - (3 —^А)п=0. 
Отсюда 

а: —^ Q12 Q13 

Qo, @»—^ аз |=0, (15) 

as, а: Qgg—A 

так как в противном случае мы не получим из системы (14) 
ничего, кроме /=0, m=0, m=O (см. Курс, Приложение, 
§ 5, n° 16). 

Уравнение (15) есть уравнение третьей степени. Из него 
мы должны найти нужные нам значения A=A,, A=Azg, 
A=A,, а затем, решая систему (14) при найденных значе- 
ниях А, найти /1, m,, п, ит. д. Весьма важно, что уравне- 
ние (15) имеет только вещественные корни. Это утверждение 
будет доказано в следующем пункте. 

38. Пусть ^-=А, — какой-нибудь корень уравнения (15). 
Если мы подставим А ==А, в систему (14), то эта система 
будет иметь ненулевое решение (так как ее определитель 
будет равен нулю). Обозначим ненулевое решение системы 
(14), получаемое при A==A,, через А, та, n,. Если А =А,— 
какой-нибудь еще корень уравнения (15), то аналогичным 
образом определится соответствующее ему ненулевое реше- 
ние системы (14), которое мы обозначим через J, Me, па. 

Лемма. Если корни A,, Ag уравнения (15) различны, 
Л15-А., TO соответствующие им решения системы (14) 
удовлетворяют условию перпендикулярности:
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Доказательство. Прежде всего заметим, что числа 
д, т, п, удовлетворяют равенствам (12а), поскольку они 
найдены из (14); аналогично, J, m,, п. удовлетворяют (12Ъ). 
Умножим первое, второе и третье равенства (12а) соответ- 
ственно на /,, Mm, п. и после этого сложим их почленно; мы 
получим справа A, (ДА -- тт, | п:п,). Точно так же, умно- 
жая равенства (1250) на /, m,, п, и складывая, получим 
справа A,(/,/,+-m,m,+n,n,). Слева и в том, и в другом 
случае будет получаться одна и та же величина, так как 
412 = @51, Ayg= Ag, и @..=@». Поэтому 

My (Ail, + тат, + пп.) = А (И + тт, + 1, Ng). 

Отсюда 
(Ag — Ay) (2,2, + тт, пал.) =O, 

а так как A, S&A,, TO Ды-- тт. пп, =0, что и требо- 
валось. 

Теорема, Все корни уравнения (15) вещественны. 
Доказательство. Докажем теорему от противного. 

Допустим, что уравнение (15) имеет комплексный корень 
A, =a+ В; В=20. Тогда, так как коэффициенты уравнения 
(15) вещественны, оно должно иметь еще один комплексный 
корень А. =а — В{ (сопряженный первому). Корню A, соот- 
ветствует некоторое ненулевое решение системы (14). По- 
скольку Ay — комплексное число, то при подстановке A=A, = 
—=а-- ВЕ в систему (14) некоторые коэффициенты этой си- 
стемы окажутся комплексными числами; поэтому ненулевое 
решение системы (14), соответствующее корню А =А., будет 
состоять из комплексных чисел: 

= И’, m=m+im, n=n-+in'. 

Так как число А, =а — ВЁ сопряжено числу № =a-+ fi, то 
корню A=A, будет соответствовать решение J, My, Ny, со- 
пряженное решению (1, my, Ny, т. е. 

ont _ ’ _ +f g=al—il’, m=m—im, ng=an—in. 

Поскольку P40, корни A, =a+iB и Ay=a—/B раз- 
личны; HO тогда на основании леммы 

Pals etm 4+ п =0, 
Отсюда
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Следовательно, 

1=0, Г =0, т = 0, т’ =0, n=0, п’ =0. 

Значит, 1 =0, т, =0, л, =0. Но это противоречит тому, 
что /1, т, 2, является ненулевым решением системы (14). 
Ввиду полученного противоречия мы должны отвергнуть до- 
пущение, что существует комплексный корень. Теорема до- 
казана. 

Замечание. Доказательство этой теоремы основано на 
предыдущей лемме. Доказательство леммы существенно опи- 
ралось на условие симметрии элементов определителя (15) 
относительно его главной диагонали: @,=а., @3=а3 1, 
Qo, = 439. Без этого условия утверждения леммы и теоремы 
неверны. Например, уравнение 

1-л 0 0 

0 1-Л 1 1=0 

O —11ЩА 

имеет корни A,=1, ^^ =1-А ^,=1—1 среди них — два 
комплексных. В данном случае теорема неприменима, так как 

Qog= 1, 4:3 =— 1, G29 F @зз. 
39. Уравнение (15) называется характеристическим 

уравнением квадратичной формы (4). Корни A,, А», Ag (всегда 
вещественные) уравнения (15) называются характеристиче- 
скими числами формы (4); они же получаются в качестве 
коэффициентов после приведения формы к каноническому 
виду. 

Если мы подставим A=A, в систему (14), то система (14) 
будет иметь ненулевое решение / m, n. Направление век- 
тора {/; т; п} называется главным направлением данной 
квадратичной формы, соответствующим характеристическому 
числу A,. Ясно, что вектор {/,; 221; п}, где J, = pl, m, = ит, 
п, =n (и — какое-нибудь число = 0), также имеет главное 
направление. Возьмем 

1 

= V Pt m+n” 

Тогда 

Дл 1 = 1,
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Такое решение Д, m,, mn, системы (14) будем называть нор- 
мированным. Вектор {/,; m,; n,} является единичным векто- 
ром главного направления, которое соответствует числу Ay. 
Аналогично, решая систему при A=A, и при А =А. и нор- 
мируя решения, получим единичные векторы {/,; 1; по} 
и {13; mg; Из} главных направлений, которые соответствуют 
характеристическим числам A=A, иА =А.. Теперь мы имеем 
почти весь необходимый материал, чтобы доказать, что каж- 
дая квадратичная форма (4) может быть приведена к канони- 
ческому виду при помощи преобразования прямоугольных 
координат. 

40. Первый случай. Характеристические числа 
Ay, Ag, Аз все разные. Тогда каждому из них соответствует 
главное направление, причем направления, соответствующие 
любым двум характеристическим числам, перпендикулярны 
между собой (см. лемму п” 38). Единичные векторы этих 
направлений 

P= {hs т; ny}, 

J’ ={lq5 ть; Ng}, 

и! ‘ e 

= {/53; m3; ng} 

находятся из системы (14) согласно указаниям n° 39. Если 
мы примем эти векторы в качестве базисных векторов новой 
системы координат, то после перехода к новым координатам 
квадратичная форма получит канонический вид: Ах” + Ау” + 
А .=” (это ясно, так как будут соблюдены равенства (12) 
и, следовательно, тождество (6)). 

Переход к новым координатам дается формулами (5). 
Условия (10) $ 6 будут соблюдены вследствие нормировки 
решений системы (14); условия (11) § 6 соблюдены, поскольку 
i’, J’, Е попарно перпендикулярны; для обеспечения условия 
(12а) $ 6 нужно надлежащим образом выбрать знаки при 
нормировке решений системы (14) (если знаки выбраны как- 
нибудь и если окажется, что условие (12а) § 6 не соблю- 
дено, то достаточно изменить знаки, например, чисел 

д, My, 1). 
41. Второй случай. Среди характеристических чисел 

имеются два одинаковых, а третье — отлично от них (иначе 
говоря, характеристическое уравнение (15) имеет один дву- 
кратный корень). Будем считать, что А =А,52А.. Имеет 
место следующее предложение: если в систему (14)
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подставить двукратный корень K=A,=A, уравнения (15), 
то система (14) сведется к одному существенному уравне- 
нию (остальные уравнения системы будут его следствиями). 
Доказательство этого утверждения мы проведем позднее, в 
п’44, а пока примем ero на веру. Допустим для определен- 
ности записи, что при A=A, =A, существенным уравнением 
системы (14) будет 

(a,,—A) 1+ a,,.m+ a,,n =0. (16) 

Когда мы говорим, что это уравнение существенно, то имеем 
в виду, что оно — не тождество, т. е. что среди чисел ay, —A, 
G13, @1з Имеется не равное нулю; это означает, что вектор 
а1—^; G12, 3} является ненулевым. Всякое ненулевое 

решение /, m, п уравнения (16) дает вектор {/; m; п}, ко- 
торый определяет главное направление, соответствующее ха- 
рактеристическому числу A=A,=A,. Учтем, что уравнение 
(16) выражает условие перпендикулярности векторов {/; m; п} 
и {4,1 —^Л; @yo; @а,з}. Отсюда заключаем: характеристиче- 
скому числу A=A,=A, соответствует бесконечно много 
главных направлений, именно, любое направление, перпенди- 
кулярное вектору {@,,—A; 412; @1з}, есть главное направле- 
ние, соответствующее числу A=A, =А.. Отсюда в свою оче- 
редь следует, что сам вектор {@,,—A; 412; @13} имеет главное 
направление, отвечающее числу A=Ag. 

Теперь ясно, что и в случае А) =А,52А., мы можем 
найти три единичных вектора, которые направлены по глав- 
ным направлениям данной формы и попарно перпендикулярны 
друг другу. Нужно действовать следующим образом. Под- 
ставив в систему (14) число A=A,=<A,, найти любые два 
нормированные решения Д, m,, п, и [, то, Ny этой системы, 
которые взаимно удовлетворяют условию перпендикулярности 
(J,l, + тт. | пп. = 0); тем самым мы получим два единич- 
ных вектора: 

= {1,5 т; ny}, J)’ = {ly ту ny}. 

Решая систему (14) при A=A, и нормируя решение, 
найдем третий единичный вектор: 

Е = {15; mg; пз}. 

Если мы примем Г’, Г, Rk’ B качестве базиса новой коорди- 
натной системы, то после перехода к новым координатам
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данная квадратичная форма получит канонический вид: 
| 2 , 

хи" bags = Ау) А,2 (где A=A, =A.) 

Указание. Практически удобно сначала найти вектор 
i’ (т. е. какое-нибудь одно нормированное решение Д, m,, 
п, системы (14) при A=A,), затем вектор #’; после этого 
вектор / может быть найден, как векторное произведение 
Е’ на i’, Заметим еще, что для определения R’ нет необхо- 
димости решать систему (14), поскольку мы уже знаем, что 
направление Rk’, т. е. третье главное направление, дается 
вектором {411 —А; 412; Gg} при A=A, =^.. 

42. Третий случай. Все характеристические числа 
одинаковы: A, =А.=А,., Т. е. характеристическое уравнение 
(15) имеет трехкратный корень. 

Имеет место следующее предложение: если в систему 
(14) подставить трехкратный корень N=A, =A, =А. уравне- 
ния (15), то все уравнения системы (14) обратятся в тож- 
дества. Таким образом, если характеристические числа 
квадратичной формы совпадают, то любое направление явля- 
ется для такой формы главным. Доказательство этого утверж- 
дения мы проведем в п° 44; пока примем его на веру. 

Поскольку при A=A,=A,=A, система (14) сводится 
к тождествам, т. е. все коэффициенты этой системы обраща- 
ются в нуль, получаем: 2,,—A=0, @.—^=0, а. —^=0, 
412 = 413 = @,3 =0. Следовательно, данная форма уже имеет 
канонический вид: Ax? + Ау? + Az? = А (x? + y? + 22) и ничего 
с ней делать не надо. Однако мы можем как угодно по- 
вернуть систему осей, и форма при этом сохранит канони- 
ческий вид. 

43. Общее заключение. Каждую квадратичную 
форму можно привести к каноническому виду при помощи 
преобразования прямоугольных координат. Чтобы привести 
данную квадратичную форму к каноническому виду, нужно 
решить уравнение ' (15) и найти характеристические числа 
Ay, А» Аз; OHH и будут коэффициентами в каноническом 
виде формы. Координатные оси следует направить по главным 
направлениям формы. Если оси абсцисс, ординат и аппликат 
направлены соответственно по первому, второму и третьему 
главным направлениям, то A, будет коэффициентом при 
квадрате абсциссы, А,— при квадрате ординаты, А. — при 
квадрате аппликаты.
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Ясно, что тем самым дано также правило приведения к 
каноническому виду уравнения поверхности второго порядка 
(1), поскольку его левая часть есть квадратичная форма. 

Пример. Привести к каноническому виду уравнение поверх- 
ности второго порядка: 

7x? +- буз 4-523 —4xy —4yz— 18=0, (17) 

Решение. Прежде всего составим XapaKTepHCTH4eCKOe урав- 
нение: 

7—А —2 0 
—2 6—^А —2 | =0, 
0 —2 5—^ 

или A3— 18/2 -|-99), — 162 =0. Корни этого уравнения: А: =3, А. =6, 
Ag=9. Тем самым мы, уже знаем каноническое уравнение данной 
поверхности: Зх”*-- бу’ -- 92” —18=0, или 

x" у" 2” 

С и 
Данная поверхность является эллипсоидом с полуосями а= V6, 

b= V3, c= V2. 
Если нас, кроме того, интересует расположение поверхности, 

то мы должны найтн преобразование координат, приводящее урав- 
нение (17) к каноническому виду; иначе говоря, придется искать 
главные направления поверхности. 

Составим применительно к нашей задаче систему ypaBHe- 
ний (14): 

—21--(6—№ т —2 п=0, (18) 
—2m-+(5—A) п=0. 

Полагая эдесь А=А, =3, получим 
4f —2m = 0, 

—2/-+3m —2n=0, 
—2m-+2n=0. 

В качестве ненулевого решения этой системы можно взять, напри- 
мер, {=1, т=2, n=2; нормируя это решение, получим единичный 
вектор первого главного направления: 

, 122 
= {11} my; пи} 33 3}. 

Точно так же, полагая в системе (18) A=Ag=6 AA=Ajz=9, найдем 
единичные векторы двух других главных направлений: 

J’=({l; то, п} =]; aro 

C
9
]
 
—
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Положение новых осей относительно старой системы теперь нам 
известно, вместе с тем известно и расположение поверхности. 
Формулы преобразования координат найдем согласно равенз 
ствам (5): ) 

] ! ‘ 4 2 4 
х=— у —— 2 gr yy ge 

pegrttguts% 
2 4 ‘ | #; 

Заметим, что определитель, составленный из координат векторов 
i, 5, R, равен -+-1; таким образом, условие (12а) $ 6 соблюдено. 
Это значит, что мы перешли к новым координатам, сохранив ори’ 
ентацию прежних осей, 

Пример. Привести к каноническому виду уравнение поверх 
ности второго порядка: 

хз — 22 -|- 22 -|- 4ху— 8х2 —4уг-- 6 =0, (19) 

Решение. Составим характеристическое уравнение! 

1—A 2 —4 

2 —2—-h —2/=0, 

—4 —2 !—A 

или A®%—27A—54=0. Корни этого уравпения! Ay=—3, A, =—3, 
4y=6. Каноническое уравнение поверхности можем написать сразу; 
— 3х”? —3y -- 6226 =0 или 

x” у“ 2'* 

тт = |. 

Данная поверхность является однополостным гиперболоидом вра- 
щения с полуосями а= И 2, b= У5, c=), 

Найдем теперь главные направления данной поверхности и 
формулы преобразования KOOPANHAT, приводящие данное уравне- 
ние к каноническому виду, Так как характеристическое уравнение 
имеет двукратный корень то нужно действовать согласно ука- 
запиям п°41, Составим применительно к нашей задаче систему 
уравнений (14): 

2i+-(— 2—A)m —2n=0, 

— 4! — Im+(1—A) n=0. 

Подставим сюда двукратный корень характеристического уравнения 
^=А,=А, =— 3; мы получим 

чт —4п =0, 

I+ m—2n=0, 
—41—2т- 4In=0,
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Система свелась к одному существенному уравнению: 

+ m—2n=0 (20) 
(два других ему пропорциональны; см. n° 41). Беря, например, 
решение /=1, m=2, п=2 уравнения (20), получим вектор 
{1; 2; 2}, который определяет одно из бесчисленного множества 
главных направлений, соответствующих числу A=A,=A,=— 3. 
С другой стороны, согласно n° 41 вектор {2; 1; —2}, определен- 
ный коэффициентами уравнения (20), дает третье главное направ- 
ление (отвечающее числу A=Ag=6). Умножая векторно {2; 1; 
—2} на {1; 2; 2}, получим вектор {6; —6; 3}, который также 
дает главное направление, отвечающее числу A=A,=A,=-—3 
(но отличное от ранее найденного и перпендикулярное к нему). 
Вместо последнего вектора удобнее взять {2; —?2; 1}. Нормируя 
найденные векторы и располагая их в надлежащем порядке, по- 
лучим 

, по 
Г = {hy ть; и} = {3 3; 3}. 

, 2 2 1 
У ={5; т; и} = 3 3:3 

‘ 2. 1 2 
К’ = 413; ms; "= 13; 3 3} . 

Отсюда имеем формулы искомого преобразования координат: 

44. Теперь мы докажем предложения, которые в n° 41 и 42 были 
приняты на веру. Предварительно установим следующие леммы. 

Лемма 1. Пусть соблюдены равенства: 

by, by, big 

buy bos bos =0, (21) 

031 632 b33 

by, bio by) by Dog bos | —0. 20 
bey Dog || Bs; bss? | ba, 6зз (22) 

Тогда, если определитель (21) симметричен относительно главной 
диагонали, т. е. если By, = 593, big == 05), byg== by ‚ то все строка 

определителя (21) пропорциональны некоторой одной его строке. 
Доказательство. Будем доказывать лемму от противного. 

Предположим, что определитель (21) имеет две непропорциональные 
строки; для определенности будем считать, что непропорциональны 
его первые две строки. Отсюда получим противоречие с усло- 
пиями леммы.
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Рассмотрим векторы {611; 612; 61з}, (O01; баз, баз}, {bo13 Bsa; Bash. 
Наше предположение означает, что из этих векторов первые два 
неколлинеарны. Но согласно равенству (21) все эти векторы ком: 
планарны (см. Курс, п° 185); в таком случае третий вектор может 
быть разложен по двум первым (см. Курс, n° 159): 

{631 632; за} = 61; 612; а} НВ {651; Doo; bys}. 

Следовательно, 

632 = Або -+ Woo, 

033 = Абаз-Ё [doy. 

Пользуясь условием симметрии данного определителя и равен: 
ствами (23), имеем 

b3, = Ааа -+ бот, ! a 

by, Ors =| by, by5 |= 

bs, Dag Abi, + pbe = Adyg t+ pas | 

=) by it] =p by, Ady pda, — 2 | 21 a 
be, Ваз bay Ady Ибо ba, 62° 

Аналогично 

boo Dog — 2 by, 612 | 

632 Ogg bey 64|. 

Заменяя в левой части равенства (22) второй и третий определители 
найденными выражениями, получим 

by, 6 bp, | Ht?) =0. 
21 0922 

Отсюда 
bi, bya —0 

bay бал 
Далее, имеем 

by, 61а — | аа Abi, + бал =р by, bay —0 
be, боз bay Аба Мб be, Dee 

12 43 — а Аба boy — big Oy —0 

bre без beg ADy2-+ Ибо» 2 Oye 
Итак, мы получим три равенства: 

11 612 by, блз 12 61: =0, = 0, 13 | — (), 
bo баз 21 623 3 Dag 

Но эти равенства означают пропорциональность первых двух строк 
определителя (21). Таким образом, при условиях леммы нельзя 
допустить, что первые две строчки непропорциональны. Точно 
так же мы получили бы противоречие, допустив непропорциональ- 
ность каких-нибудь других двух строк. Лемма доказана. 

Лемма 2. Если соблюдены условия первой леммы и, кроме того, 

by, + 62-Е 6зз =0, (24) 
то все элементы определителя (21) равны нулю. 

Доказательство. Так как соблюдены условия первой 
леммы, то мы можем ее применить; согласно лемме, все строки
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определителя (21) пропорциональны и, следовательно, все миноры 
второго порядка этого определителя равны нулю. В частности, 

Dy, Oy, =0 te by —0, ба баз —0. 
byy bye bs, bp bg, bsg 

Orciona 

16.3 = Ра 6.1633 — bie bs.855 = bo 4° (25) 

Таким образом, 6,16.. S20, 943839 == 9, 850635 20; поэтому числа 
by1, 622, 633 не могут иметь разных знаков. Но тогда из (24) сле- 
дует, что 0,,=0, 6..==0, 6, =0. После этого из (25) имеем: 61. =0, 
в з3=0, 6,, =0. Лемма доказана. 

Нам потребуется еще некоторые сведения из алгебры много- 
членов. Пусть дан многочлен третьей степени: 

f (A) =A8 + ad?-+- bA--c. (26) 

Известно, что он может быть записан следующим образом: 

f(A) = (A —Ay) (A Aa) (A—Ag), (27) 
где Ay, А», Аз — определенные числа, называемые корнями данного 
многочлена. Если А, =А. HAs, TO А1=А, есть двукратный корень 
многочлена; в этом случае 

f (A). = (A—A4)? (A—Ay). (28) 
Бсли А =А.=Аз, TO имеем трехкратный корень; в этом случае 

КА =(A—A,)?. (29) 

Справедливы следующие утверждения: 
1) Если А, —вообще какой-нибудь корень данного многочлена, 

то, полагая в выражении (26) A=A,, мы должны получить 

[(^1)=0. 
Это сразу усматривается из (27). 

2) Если А, двукратный корень, то пря A=A, обращается 
в нуль пе только сам многочлен, но и его первая производная; 

Г) =0, [а =0, 
однако }” (^1) #0. Чтобы доказатв это утверждение, достаточно 
продифференцировать (28): 

Ё (A) =2 (А—^,) (А—л-0—^,). 

Подставляя сюда A=A,, видим, что f’ (А) =0. Поскольну 

р =2 (А—^,) +4(^Ы—^№) и МЕ то P(A) #0. 

3) Если ^, —трехкратный корень, то 
| (^^) =0, ГР (A,)=e0, РО =0 

(однако {Ё””” (X,) 22 0). Для доказательства достатозно впродифферен: 
цировать (29): 

Ё (^)=3 (4—2), Гб) = 6 (N—AyD. 
Полагая А=А.:, находим: [ (А1)=0, [Г (^1)=0 (Р”0)=6 20). 
Эти признаки кратности корня будут сейчас использованы.
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Вернемся к предложениям, которые были высказаны в n° 41, 
42 и остались недоказанными. 

Обозначим через f(A) многочлен третьей степени, который 
стоит в левой части характеристического уравнения данной квадра- 
тичной формы: 

а11— А, @1з 13 

1) =| аз а3—А, Qo |. (30) 

@31 G59 азз— А 

Найдем производную многочлена f (A): 

—1 @12 13 а11—^ 0 аз 
РЁ (^=| 0 а.—^ аз |+| 4: —! аз {+ 

0 Q39 Q33—A @31 О а.3—^ 

а11—^ Ay9 0 
+] ae а.—^ 0|. 

Раскрывая эти определители, получим 

г = ( + 
Отсюда 

а11—^ @12 

а: Ag,—h 

а11—^ @1з аз —^ dog 

@з› азз —^ аз1 @;3—^ 

Р (A) = 2 Ца. —A) + (а —^№- (а 3—^)]. 

Рассмотрим теперь возможные случаи кратности корня характе- 
ристического уравнения данной формы, о которых шла речь в 
n° 41, 42. 

1) Пусть А, —двукратный корень характеристического урав- 
нения. Тогда 

f(Ay)=0, Р (Ay) =0. 

Таким образом, при A=A, для определителя (30) соблюдены условия 
первой леммы этого n° (считая 6,1=а,1—А, 61. =а2 и т. д). 
Применяя лемму, заключаем, что все строки определителя (30) 
пропорциональны некоторой одной строке; при этом найдется хотя бы 
одна строка, не состоящая сплошь из нулей (так как | (A,) 22 0, то 
хотя бы OMNO из чисел а1—А, Gyg—A, Ayg—A (A=A,) отлично OD 
нуля). Учтем, что строчки определителя (30) составлены из коэф- 
фициентов системы (14). Следовательно, при A=A, в системе (14)- 
имеется одно существенное уравнение, а другие ему пропорцио- 
нальны и, значит, являются его следствиями. Именно это и ут- 
верждалось в п° 41. 

2) Пусть А=А, трехкратный корень характеристического 
уравнения. Тогда 

ГМ) =0, Р 0) =0, 7" (Aq) =0. 
Таким образом, при A=A, для определителя (30) соблюдены ус- 
ловия второй леммы этого пункта. Применяя лемму, заключаем, 
что @yy—Ay=0, @—^=0, Ggg—Ay=0, @1,=0, а13=0, аз =0. 
Следовательно, при A=A, все коэффициенты системы (14) обра- 
щаются в нуль и система (14) сводится к тождествам. Тем самым 
утверждение п” 42 доказано.
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$ 9. Инварианты и классификация квадратичных 
форм от трех аргументов 

45. В предыдущем параграфе мы указали определенный 
способ приведения данной квадратичной формы от трех 
аргументов к каноническому виду. Заранее не ясно, не может 
ли случиться, что с помощью какого-то другого преобразо- 
вания прямоугольных координат данная квадратичная форма 
приведется к другому каноническому виду? Покажем, что 
этого не может быть. Иначе говоря, каждая квадратичная 
форма от трех аргументов имеет единственный канониче- 
ский вид (не считая возможности поменять ролями абсциссу, 
ординату и аппликату). Следует оговорить, что единствен- 
ность квадратичной формы имеет место при условии, что 
употребляются только прямоугольные координатные системы 
с одним и тем же масштабом. 

46. Перейдем к доказательству нашего утверждения. 
Обозначим буквой Ф величину данной квадратичной формы: 

D = 21,07 + 4.2? ++ 4332 + 2аоху + 2азх2 + 24.392. (1) 

Согласно равенству (1) каждой точке M(x; и; 2) сопостав- 
ляется число Ф; оно называется значением формы в точке М. 

Приведем данную форму к каноническому виду, следуя 
указаниям § 8. Тогда значение @ в точке М будет выра- 
жено равенством: , , . 

Ф=А,х' Лу’ + ^.2', (2) 

где х’, у’, 2’— новые координаты точки М, №, А, А. — 
характеристические числа формы Ф. 

Предположим, что А, <^,.</А.; в таком случае из (2) 

следует ‚2 4 ‚8 A A 7% ‘ 
Ay (ху $2") DSA, (м ty" +2’). (3) 

8 a a 
Поскольку x’ +y +2’ =x*?+ y?+ 27, то такие же соот- 
ношения имеем и в старых координатах: 

hy (x? + y? 2) OSAy (x? -и-2). (4) 

Ограничим возможные положения точки M, требуя, чтобы 
она находилась на единичной сфере: 

МА =Ь
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При этом условии все возможные значения Ф (отвечающие 
любым положениям точки М на единичной сфере) заключены 
между A, и Ag, т. е. 

№ SO <SA,. (5) 
Эти границы являются точными. Именно если x’ =-++ 1) 
у’ =0, 2’=0, то D=A,; если х’=0, у’=0, 2’=-1, 
то Ф=^.. Из этих рассуждений следует, что если данная 
форма будет приведена к каноническому виду каким-нибудь 
другим способом (в других координатах), то наименьший 
и наибольший из коэффициентов этого канонического вида 
снова окажутся числами A, иЛ. (в противном случае данная 
форма на единичной сфере имела бы другие границы изме- 
нения, что невозможно). Покажем, что данная форма не может 
приводиться к различным каноническим видам, которые отли- 
чаются средним по величине коэффициентом. Допустим, что 
в каких-то координатах данная форма получила канониче- 
ский вид: 

Ф=Ах t+ цу" Ag2”, 

где A,<Cu<cAy. Тогда на единнчной сфере всюду, где 
х’=20 или и’ 0, будет 

Ф = Ах“ uy” +A,2"" <A, (x у” =”) =z, 

т. е. 
D < hg. 

Только в двух точках единичной сферы: (*’=0, у’ =0, 

2 = 1) и (x’=0, у’ =0, 2’ =— 1) имеем: 

Ф = А... 

Таким образом, на единичной сфере есть единственная пара 
диаметрально противоположных точек, где Ф достигает 
наибольшего значения. Именно через эти точки и проходит 
ось аппликат той координатной системы, в которой форма 
имеет канонический вид. 

Так же доказывается, что на единичной сфере есть един- 
ственная пара диаметрально противоположных точек, где Ф 
достигает наименьшего значения: Ф =А,. Через эти точки 
проходит ось абсцисс координатной системы, в которой форма 
имеет канонический вид. Мы видим, что положение двух 
осей этой координатиой системы определено единственным
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образом; следовательно, и BCH система осей однозначно опре- 
делена (не считая возможности менять на осях положитель- 
ные и отрицательные направления). Поскольку в случае 
Ay<p<Ag не может, быть, другой координатной системы, 
в которой форма ^,х”*-- py’ -- А,2” также имеет канониче- 
ский вид, не может быть и другого канонического вида. 
В частности, имеем: д =А.. 

Остается рассмотреть случаи A, =p<chy и ^^ < ви =^.. 
Если Ay=p<{Ag, то на единичной сфере максимум Ф =А, 
имеет место, как и раньше, в единственной паре точек 
(0, 0, +1), а минимум Ф=^, достигается во всех точках, 
где 2’=0 (т. е. на всем экваторе). Поэтому теперь только 
ось аппликат имеет определенное положение. Если вращать 
систему осей вокруг неподвижной оси аппликат, то будет 
и=А.. Поскольку и не может меняться, имеем и в этом слу- 
чае и =А.. Предположение A, < =^; рассматривается ана- 
логично. Итак, данная квадратичная “форма, приводится к 
единственному каноническому виду: Ах” -Е Алу” + А,” 
(не считая возможности переименовать координаты). 

47. Пусть дана произвольная квадратичная форма 

D = 2,,x7 + 4.5и* + 4:32 + 24а ху 22а, зх2- 20,5y2 

и пусть совершается преобразование координат: 

x= 10’ + Би +17, 

y =m,x' + ту’ + т.г’, 

2 =тх’ пу’ +232’ 

при любом повороте системы осей. 
Заменяя x, y, 2 в выражении Ф по этим формулам, при- 

всдем Ф к новым (прямоугольным) координатам: 

а, 1? + Agoy” + азз2* + 2а ху + 2а1:х2 + 2аозуг = 
‘ ‚2 70% , rf , to 7 ‘ tt =а.Х’ + Q..y + A332) +2а,х’у + 2а:^’2 +2aggy’z2’. (6) 

Поскольку квадратичные формы, написанные здесь слева и 
справа, преобразуются друг в друга, они приводятся 
к одному и тому же каноническому виду. Следовательно, 
обе эти формы имеют одни и те же характеристические 
числа Ai, А», Аз. Напишем характеристическое уравнение
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для первоначально данной формы: 

а1—^ @ 12 @1 я 

@ 1 ав —^ аз |=0. 

Qs @ зо @азз—^ 

Развертывая определитель, получим 

A? — oA? + xA—6 =0, (7) 
где 

O = 01, + а. + gq, (8) 

a a a a @.о a „— би 12 1 713 |+ | 22 @23 (9) 

Zo, Goo} [231 233} | 28a 238 

Qs, _. 3] 

6=| 45; @» @›з|. (10) 

Qa, 232 238 

Напишем также характеристическое уравнение для формы, 
стоящей в правой части равенства (6): 

V3 — д А--хА— 8 = 0. (11) 

Здесь o', х’, 6’— величины, которые выражаются равен- 
ствами (8), (9), (10), если в них а11,..., @зз заменить че- 

рез @,:,...,@3з. Уравнение (7) и (11) имеют одни и те же 
корни: Ay, Ло, Аз, следовательно, не отличаются друг от друга. 
Таким образом, 

a 

5’ = 6. 

Мы видим, что величины OC, %, 6 He меняются при любом 
преобразовании формы к новым прямоугольным координатам 
(с тем же масштабом). Поэтому их называют инвариантами 
формы относительно: преобразования прямоугольных коорди- 
нат. Особенно важным из них является инвариант 

0’ =0, Х’=Х, 

Qi, @1 @1з 

6=12.: Gg. @5з|, (12) 

G3, Gs, eq 

который называется дискриминантом данной квадратичной 
формы. Из выражения (27) n° 44 видно, что 

6 = hjhehs. (13)
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48. Квадратичную форму от трех аргументов будем на- 
зывать эллиптической, если ее характеристические числа Ay, 
Л, Аз все отличны от нуля и имеют одинаковые знаки; 
гиперболической, если №, hg, Ag все отличны от нуля, HO 
среди них встречаются числа разных знаков; параболической, 
если хотя бы одно из чисел Ay, Ay, А. равно нулю. 

Согласно (13) параболические формы характеризуются 
условием 6 =0. 

Рассмотрим эллиптическую форму Ф; допустим, что ее 
характери-тические числа положительны: A, >0, А, >0, 
Аз >> 0. Тогда из неравенств (3) n° 46 следует, что в любой 
точке M(x, y, 2), не считая начала координат, величина 
@M>0. Такая форма называется положительно определен- 
ной. Если точка М(х, у, 2) обегает единичную сферу 
ху 2 =1 и если < А. =<)А., то положительно оп- 
ределенная форма изменяется в положительных границах 
O<A, <D<Ay. Допустим, что А.<0, ^,<0, ^,<0 
(A, <^. <^:). Тогда из неравенств (3) следует, что в лю- 
бой точке (кроме начала координат) будет Ф< 0. Такая 
форма называется отрицательно определенной. На единичной 
сфере отрицательно определенная форма изменяется в отри- 
цательных границах А. < DOA, <0. Итак, каждая эллип- 
тическая форма является либо положительно определенной, 
либо отрицательно определенной. 

Рассмотрим теперь гиперболическую форму: если А. < 
< ha Sg, то А, < 0, А, >0. Таким образом, на единичной 
сфере форма Ф изменяется в границах A,, Ag, одна из ко- 
торых отрицательна, другая положительна. Отсюда, в част- 
ности, следует, что гиперболическая форма является знако- 
переменной. 

49. Если 6520, то форма будет либо эллиптической, 
либо гиперболической. Чтобы установить, к какому из этих 
типов относится данная форма, нужно определить знаки ее 
характеристических чисел, т. е. знаки корней характеристи- 
ческого уравнения. Поскольку мы уже знаем, что характе- 
ристическое уравнение имеет только вещественные корни, к 
нему применима известная в алгебре теорема Декарта *): 

*) Доказательство теоремы Декарта можно найти, например, 
В книге А. Г. Куроша «Курс высшей алгебры» (Физматгиз, 1962, 
стр. ).



$ 10] ПРИВЕДЕНИЕ К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ ОВЩЕГО УРАВНЕНИЯ 61 

если все корни уравнения вещественны и свободный член 
отличен от нуля, то число положительных корней этого 
уравнения равно числу перемен знаков в системе его коэд- 
фициентов (при этом кратный корень учитывается столько 
раз, какова его кратность). Так как общее число корней 
характеристического уравнения известно (равно трем), то, 
применяя к этому уравнению теорему Декарта, мы найдем, 
сколько данная форма имеет положительных и сколько от- 
рицательных характеристических чисел, и тем самым полу- 
чим полную характеристику данной формы. 

Пример. Определить тип квадратичной формы 

Ф =: 7x? бу? -|- 523 —4ху—4уг. 

Решение. Составим характеристическое уравнение: 8 — 1841 -{- 
-|- 997, — 162 =0. Система коэффициентов того уравнения имеет сле- 
дующие знаки, которые мы выписываем отдельно OT коэффициен* 
тов: -- —-- —. Перемена знака происходит при переходе от nep- 
вого коэффициента ко второму, затем при переходе от второго к 
третьему и, наконец, при переходе от третьего к четвертому. Общее 
число перемен знака равно трем. Следовательно, все три характе- 
ристических числа положительны: форма является эллиптической и 
положительно определенной. 

Заметим, что в данном случае легко находятся и сами корни: 
№ =3, Ag=6. Ag=9. Зная их, мы можем установить границы 
изменения данной формы на единичной сфере: если х2- уз - 22 = 
= 1, To 

3 = 7x? + 6y4 +522 —4xy— 4yz & 9. 

Пример. Определить гип квадратичной формы 

(D = x? — 22 + 22+ 4ху— 8х2 —4уг. 

Решение. Составляем характеристическое уравнение: AI— 
— 27, —54 =0. В системе его коэффициентов есгь одна перемена 
знака (при переходе от первого к следующему коэффициенту). Таким 
образом, имеется одно положительное характеристическое число 
и два отрицательных. Данная форма является гиперболической. 

$ 10. Приведение к каноническому виду общего уравнения 
поверхности второго порядка 

50. Пусть дано общее уравнение поверхности второго 
порядка: 

а11^? + Agoy” + @зз2* 4- 2ал.му + 20,342 + 24.3у2--
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Левую часть уравнения (1) образуют следующие группы 
членов: 

1) квадратичная форма, состоящая из старших членов: 

A,X? + 4.5? + азз2?° + 2а1.ху + 2а:х2-- 20.542; 

2) линейная форма членов первой степени 

244% + 2а..и-- 20542; 

3) свободный член ayy. 
Наша цель — путем перехода к новым прямоугольным коор- 
динатам привести уравнение (1) к каноническому виду и тем 
самым установить вид данной поверхности. Когда мы говорим 
о приведении уравнения (1) к каноническому виду, то имеем 
в виду следующее: 1) нужно добиться, чтобы получила 
канонический вид квадратичная форма старших членов; 
2) кроме того, чтобы число членов первой степени стало наи- 
меньшим (если возможно, совсем их уничтожить); 3) кроме 
того, если возможно, уничтожить свободный член. 

Решение этой задачи проводится в общем так же, как 
решение аналогичной задачи для кривых второго порядка 
(чем мы занимались в 6 4). 

Предположим, что система координатных осей как-нибудь 
поворачивается; тогда координаты изменятся по формулам 
вида 

х= Lx’ + Ly’ 1.7, 

y =m, x" + my’ т.г’, (2) 
2 = 1x’ + Nay’ +252’. 

Если мы заменим х, у, 2 в уравнении (1) их выражениями 
по формулам (2), то каждая из указанных выше групп чле- 
нов левой части уравнения преобразуется автономно (не 
влияя на другие). Направим новые координатные оси по 
главным направлениям квадратичной формы старших членов 
(их называют также главными направлениями данной по- 
верхности). Тогда 

1) квадратичная форма старших членов примет канони- 
ческий вид: 

ах Ayah” + @332°` + 2а1ху + 20,942 + 20.342 = 2 a 
=ih,x' + roy’ + Ag2’ )
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2) группа членов первой степени перейдет в аналогич- 
ную группу членов с другими коэффициентами: 

204% + 2449 + 28942 = 2х’ -- 2poy’ + QU 42's 

3) свободный член останется без изменения. 
Мы получим уравнение данной поверхности в новых коор- 

динатах: 

Ах Ему" + ge! + 2px + Wey + 22а =0. (3) 

Дальнейшее упрощение этого уравнения производится в 
зависимости от типа квадратичной формы старших членов, 

51. Предположим, что дискриминант формы старших чле- 
нов отличен от нуля: 652 0. Так как O=A,A.Ag, TO Ay 520, 
2520, А; 520 и мы можем уравнение (3) переписать так: 

едины) 
= ай. (4) 

Совершим параллельный перенос системы осей Ох’, Oy’, 
Oz’ с расчетом, чтобы координаты изменились по формулам: 

xox’ y =y"'— 2’ — 2” — Из 

Ay’ he’ ha 

Если мы обозначим правую часть (4) одной буквой H, то 
уравнение данной поверхности в последних координатах при- 
мет канонический вид: 

Nye ty” +Ag2” =H. (5) 

В случае H=4£0 уравнение (5) можно переписать так: 

x” у"? gn _ 

Н + Н + н- 1. (6) 

Ay № № 

Возможны два случая. , 
1) Квадратичная форма старших членов данного уравне- 

ния является эллиптической; тогда числа Ay, А., Аз одного 
знака. Будем считать, что А, > 0, А. >0, А. >0.
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Если при этом H>Q, то уравнение (5) приводится к 
виду (6) и определяется эллипсоид*) с полуосями 

] JH Н Н 
а = ™? b= Vi с —> ИЕ. 

Если Н=0, то уравнение (5) определяет единственную 
вещественную точку: х“”=0, у’ =0, 2”=0. Однако можно 
говорить, что в этом случае уравнение (5) определяет мни- 

мый конус. Мнимый конус можно считать также вырож- 
денным эллипсоидом (считая, что уравнение (5) при Н=о0 
получается в пределе при Н—»0). 

Если H<<0, то уравнение (5) никакого вещественного 
образа не определяет. В этом случае говорят также, что 
уравнение (5) есть уравнение мнимого эллипсоида. 

2) Квадратичная форма старших членов данного уравне- 
ния является гиперболической; тогда среди чисел Ay, Ay, Ag 
два будут иметь одинаковые знаки и одно — противополож- 
ный знак. Будем считать, что А, >0, А, >0, А, < 0. 

Если при этом H>O, то уравнение (5) приводится к 
виду (6) и может быть написано еще таким образом: 

a3 2 na 

ОЧ ee 
aa Tay 
Ay Aa As 

Это уравнение определяет однополостный гиперболоид. 
Если H<0, то, деля почленно уравнение (5) на поло- 

жительное число — HH, приведем его к виду 

x" у" 27 

HL’ 1A) aT 
Ay ‘he Аз 

Такое уравнение определяет двухполостный гиперболоид. 
Наконец, если Н=0, то, переписав уравнение (5) сле- 

дующим образом: 
ue n4 п 

ху" —1^312” =0, (7) 

видим, что в этом случае оно определяет вещественный 
конус. 

§ 69. то лассификацию поверхностей второго порядка см. Курс,
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Заметим, что уравнение (5) при Н=0О получается из 
уравнения того же вида при AH=40 путем предельного 
перехода, если Н-—»0. Поэтому вещественный конус вто- 
рого порядка можно рассматривать как вырождение одно- 

полостного или двухпо- 
лостного —гиперболоида 2” 
(в зависимости от того, 
как стремится H к нулю, 
оставаясь — положитель- 
ным или отрицательным). < — 
На рис. 6 изображен ко- SON, “Ly 
нус и два близких к нему aan 4 
гиперболоида (однополо- ми 
стный и двухполостный). Ах 
Эти три поверхности со- ae у“ 
ответствуют случаям „ ` 

H=0, Н>0 и Н<0; he aN 
когда Н приближается к 2 tins `` < 
нулю, то оба гиперболо- em 
ида приближаются к ко- Ve an ЕЕ 
нусу, как к пределу. ( \\ 

52. Предположим те- ОИ _ 
перь, что квадратичная —S 
форма старших членов Puc. 6. 
уравнения (1) имеет дис- 
криминант 6 =0. Так как 
б=А.А.Аз, то на этот раз хотя бы одно из чисел Ay, А., 
Аз равно нулю (т. е. квадратичная форма является пара- 
болической). Будем считать, что Ag=90, А, 520 (все три 
числа Ay, Аз, Аз не могут исчезнуть, так как при A, =A, = 
=. =0 сама форма была бы тождественна нулю). Воз- 
можны два случая. 

1) 4,540; тогда из (3) имеем уравнение 

АУ 2х" + ру" + 2:2" - 24, =0, (8) 

ИЛИ 

Ay (x + my +A, (и + al + 26:2” +H =0, (9) 

3 Н. В. Ефимов



66 ОВЩАЯ ТЕОРИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА [гл. 1 

Если и.520, то, вводя еще новые координаты хХ’, у", 
2” по формулам 

Н — x77 — №1 — и" — № = 2" x’ =x д. =z бр, 

получим из (9) каноническое уравнение данной поверхности: 

МА" 247" =0. 

Это уравнение можно переписать следующим образом: 
#2 #2 

22” = — yo (10 + (10) 
Ay Ag 

Мы видим, что при и, 520 ypaBHenne (8) определяет napa- 
болоид (эллиптический или гипербояический в зависимости 
от знаков знаменателей в правой частя {10}). Если p, =0, 
то уравнение (8) приводится к виду 

2 2 Ax hay” + H=0 
и, следовательно, определяет эллиптический или гилерболи- 

ческий цилиндр. 
2) 4, =0; тогда из (8) имеем уравнение 

хх" fp 2ну” + Qi gz’ + ay, = 0, (11) 
ИЛИ 

hy (Е) ру" +2" +H =O, (12) 
р 

где H=dy—z- 

Если и. 520, и, 520, то мы повернем систему осей Ох’, 

Оу’, Oz’ вокруг оси Ox’ на угол а, беря tga, — №2 и 
{lg 

отсчитывая угол а от оси Oy’ K оси Oz’: систему повер- 

нутых осей перенесем параллельно на величину — п ВДОЛЬ 
1 

оси Ох’. Соответствующее преобразование координат дается 

формулами 
Ш x” = x’ +h. 

и Be .» | Hoye = — 2 У и у Тр , 

2” — —_ И , Из’ т oan ,
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где p= V pit i. В силу этого преобразования уравнение 
(12) примет вид 

hx” + Quy” +H=0. (13) 

Производя еще параллельный перенос полученных осей Ha 
И 

величину р вдоль оси ординат (что соответствует пре- 

Н 
образованию Хх” = х”, т") ‚ найдем каноническое 

| 
уравнение данной поверхности: 

№” 4 Quy’ —0. 

Мы видим, что при наших предположениях (д. 520, из 520) 
уравнение (12) определяет параболический цилиндр. 

Если в уравнении (12) будет и. 520, ц.=0, то оно 
приводится к виду (13} одним лишь параллельным переносом 

системы осей Ox’, Oy’, Oz’ вдоль Ох’ на величину i и, 
1 

следовательно, также определяет параболический цилиндр. 
В случае p,=0, и.520 дело сводится к предыдущему, 
если поменять ролями и’ и 2’, 

Наконец, если д. =0, и, =0, то уравнение (12) оче- 
видным образом приводится к каноническому виду: 

Ах’ +H=0. (14) 

Уравнение (14) определяет лари параллельных плоскостей 
(вещественных при A, >0, HO, мнимых при A, > 0, 
H> 0). 

Замечание. Kak установлено выше, уравнение (8) 
при условии А, 520, А, >20, п. 5=0 определяет параболоид. 
Если из —>0 или A,—>0, то в пределе из (8) получается 
уравнение цилиндра. Поэтому цилиндры второго порядка 
можно считать вырожденными параболоидами. 

53. Подводя итог проведенному исследованию, мы MO- 
кем сделать следующее заключение: 

Если группа старших членов уравнения (1) является 
эллиптической, то это уравнение определяет эллипсоид 
(обыкновенный, мнимый или вырожденный); если группа 
старших членов является гиперболической, то уравнение 

3*
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определяет гиперболоид (однополостный, двухполостный 
или вырожденный); если группа старших членов является 
параболической (68 = 0), то уравнение определяет парабо- 
Aoud (эллиптический, гиперболический или вырожденный). 

§ 11. Уравнения центра. Признак вырождения 
поверхности второго порядка. Примеры 

54. Если нужно привести к каноническому виду общее 
уравнение поверхности второго порядка, обладающей центром, 
то имеет смысл прежде всего перенести начало координат в 
центр поверхности, после чего нужным образом повернуть 
оси. Имея в виду такой план, выведем уравнения, которые 
определяют центр поверхности второго порядка (если он есть) 
непосредственно по общему уравнению этой поверхности. 

55. Некоторую точку $ мы называем центром данной 
поверхности второго порядка, если после переноса начала 
координат в точку $ уравнение поверхности не будет содер- 
жать членов первой степени (см. n° 34). 

Пусть дана поверхность второго порядка: 

21 1^? + Gao? + а3з22 + 20,,xy + 24а ,х2- 20,,42 + 
+24, +2a,,y+2a,,2+0,,=0. (1) 

Требуется найти ее центр (или убедиться, что центра нет). 
Предполагая, что центр имеется, обозначим его, как и рань- 
ше, буквой $; обозначим через Xo, Yo, 2, искомые коорди- 
наты центра (в данной координатной системе). Перенесем 
начало координат в точку 5$; при этом координаты произ- 
вольной точки изменятся по формулам: 

х=Х-ь y=ytyy, 2=2+2, (2) 
Перейдем в уравнении (1) к новым координатам. Чтобы 
упростить запись дальнейших соотношений, обозначим всю 
левую часть уравнения (1) символом F(x, у, 2). Заменяя 
здесь х, у, 2 их выражениями по формулам (2), получим 

P(x, y, 2)=F(X+%5, Уи, Z+%) = 
= 21,0" + a,,y" + 43322 + 2а ху 2а:х2-- 

-Е 24392 2А ах --2Ащу + 2А:«2-- Аа, (3)
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где 

Ауд == @11^о + 2129 + 219% + 14, 

А4 = @ 1х + ао + 4232 - pq, 

Аза = 231% + @ зо + @зз20 + @ва, 

Ag, = F (Xo, Yor Zo); 

(4) 

коэффициенты старших членов остаются прежними. 
Преобразование левой части уравнения (1) происходит 

согласно этим формулам в любом случае, т. е, независимо 
от того, что представляет собой точка $. Точка $ будет 
центром, если А. =0, А. =0, А,. =0. Отсюда получаем 
уравнения центра: 

а11Хо Г 224 + 41325 + 214 = 0, 
Bo XQ + @о Ио + 22929 + Faq =0, (5) 

@з1Хо + @з2Ио + A392 + 434 = 9. 

Решая их совместно, найдем центр $ (ху, Yo, 25). Система 
(5) может оказаться несовместной; тогда центра у данной 
поверхности нет. Напишем определитель системы (5): 

@11 @1> 213 

Qo, 2oo @2з |, 

@31 @з2 @33 

он совпадает с уже известным нам дискриминантом группы 
старших членов. 

Если 90520, то система (5) совместна и имеет единст- 
венное решение. Следовательно, если 6540, то данная по- 
верхность имеет единственный центр. Такая поверхность 
второго порядка называется центральной. В случае цент- 
ральной поверхности координаты центра выражаются сле- 
дующими формулами: 

55 by 6. 
=, Ус = 5, 20 — 5 ’ (6) 

где б,— определитель третьего порядка, который получа- 
ется из определителя ° при помощи замены элементов его 
первого столбца числами —Gy4, —@,4, —аз4; 5, ид, по- 
лучаются из определителя б путем аналогичной замены эле- 
ментов его второго и соответственно третьего столбца (см. 
Курс, Приложение, 5 5).
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Из формул (4) и (6) найдем А... Мы имеем: 

Аа =F (Xo, Yor 25) = (241% + 21249 + 218% + 414) Хо + 

-Е (2g 3% q+ 42290 + Gq a2 + @.а) Yq + (@ зао @зо Ио + 

+ 43325 + @34) 2, + (@ 1% + 2 g04q + 2ag2 + 2 4q)- 

Отсюда и вследствие системы (5) 

A gg = бло t+ баз, + @аз2о + 244. (7) 

Используя (6), получим 

aad, аб, аазб.: -+ @ааб 
6 e Ay,= 

Числитель этой дроби может быть записан в виде опреде- 
лителя четвертого порядка: 

Qi; @:3 213 214 
а. Ano Aon а __ | 2e1 2oq Fey Gog 

4416, + 2495, + 2495, + 4446 = а. а Gen a. |" (8) 
31 @32 239 @34 

Са; @4з @4з @4а 

Чтобы убедиться в справедливости равенства (8), проще 
всего разложить написанный справа определитель по эле- 
ментам последней строки и установить, что алгебраические 
дополнения элементов этой строки совпадают с величинами 
6б„ 5,, 5,, 5 (см. Куре, Приложение, 6 6). 

Определитель (8) называется дискриминантом левой части 
уравнения (1) и обозначается символом Д: 

@11 @15 413 244 

A —| 221 @22 @оз Fea || 
@з1 @зо @зз @за 

Ae, Zan @4з Fay 

Из равенства (8) окончательно имеем 
A 

4a — 5. 

Итак, если поверхность. заданная уравнением (1), является 
центральной (65 =5=0), то после переноса начала координат 
в ее центр данное уравнение приводится к виду 

~ ~ - - - ~~ -- A 2 2 — — ()- 
O10" -{ Aggy” + Aggd + 2aygry $ 20, gXZ-+ 2а3и2-- | =0; 

(9)
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старшие коэффициенты — прежние. Совершая теперь надле- 
жащий поворот осей, можно привести уравнение (9) к кано- 
ническому виду: 

Е г" =0. (10) 
56. Сравнивая последнее уравнение с уравнением (5) 5 10, 

мы видим, что свободный член Н в уравнении (5) 5 10 может 
быть подсчитан по данному уравнению (1) сразу, без того, 
чтобы фактически выполнять преобразование координат; 

A 
именно, Н=—=. 

В $ 10 установлено, что уравнение (5) определяет вы- 
рожденную поверхность (конус) при Н=0. Отсюда заклю- 
чаем: центральная поверхность второго порядка является 
вырожденной тогда и только тогда, когда А =0. 

Укажем (уже без доказательства), что равенство А =0 
характеризует также и вырожденные параболоиды (т. ©. ци- 
линдры). Таким образом, справедливо общее утверждение: 
уравнение (1) определяет вырожденнуию поверхность (конус 
или цилиндр) в том и только в том случае, когда А =0. 

Отсюда уже следует, что цилиндры, как вырожденные 
параболоиды, характеризиются двумя условиями: 8=0, 
A == 0. 

57. Пример. Привести к каноническому виду уравнениз 

7x2 +. 6y? +- 522 —4ху—1уг —6x —24y + 182--18 =0. 

Решение, Прежде всего подсчитаем 6: 

7—2 0 
6=-=| —2 6 —2]| =162. 

0 —2 5 

Так как 630, то данное уравнение определяет центральную 
поверхность. Координаты центра могут быть найдены из ypaBHe- 
ний (5), которые в данном случае имеют следующий вид: 

7хо — 20 —3=0, 

— 2x, би, —2z, —12=0, 

—24 +52, +9=0. 

Решая эту систему, находим х.=|, Yo=2, 25 —1, Перенесем 
начало координат в точку $ (1; 2; —1); при этом координаты пре- 
образуются по формулам 

х=х--1, y=y+2, 2-=2—1,
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а данное уравнение принимает вид 

7х2 -|- 63 + 52 —4х y—4y2—18=0. (*) 

Свободный член полученного уравнения мы подсчитали по форму- 
ле (7): А = — 3х, —12%, 92. - 18 = —18. Можно поступить иначе; 
именно имея 

7 = 0 -3 
—2 —2 —12 

—3 —12 9 18 

найдем Ана = — 18, Производя дальнейшее преобразование (*) 

согласно n° 43, ‚получим каноническое уравнение данной поверх- 
ности: Зх” + бу’ -- 92’ — 18 =0. 

Пример. Привести к каноническому виду уравнение 

2х2 -|- 23 -|- 322-- dey + 2x2 + Qy2— 4x-4+ by —224-3=0, (11) 

Решение. Подсчитаем дискриминант старших членов: 

221 
221 
113 

6 = =0, 

Так как 6=0, то данная поверхность не является цент- 
ральной, и мы начнем с упрощения группы старших членов 
(см. n° 50 и 52). 

Составим характеристическое уравнение; 

2—A 2 #1 
2 2A I/=0 
1 1 8 A 

или 

AS— TAIL 100 —0, 

Корни этого уравнения суть Ay=2, Ag=5, Ag=0. Составим 
применительно к данной задаче систему уравнений (14) 6 8: 

(2—A)/+2m+n=0, 
Ql -+-(2—A) m+n=0, } 
1+ т-+-(3—А) п=0. 

(12) 

Полагая в уравнениях (3) A=A,=2, получим 

2n+n=0, 
2! +n=0, 
{+-m+n=0. 

В качестве ненулевого решения этой системы можно взять, 
например, [=1, т=>], n=—2; соответственно имеем вектор 
a,=({1; 1; —2}, определяющий первое главное направление.
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Полагая в уравнениях (3) A=A,=5, получим 

—3/-+2m+n=—0, 
21 —3m-+n=0, 
l+m—22n=0. 

В качестве ненулевого решения этой системы можно взять, 
например, /=1, т=1, п=|; соответственно имеем вектор второго 
главного направления аз={1; 1; 1}. Полагая в уравнениях (3) 
A=Ag=0. получим 

2i+-2m-+-n=0, 

21--2т-+п=0, 
1--т--Зп =0. 

В качестве ненулевого решения этой системы можно взять, на- 
пример, /=|, т=—1, п=0; соответственно имеем вектор 
аз=41; — 1; 0}, идущий по третьему главному направлению. 

аправим новые OCH по векторам @;, Gg, аз. Чтобы составить 
формулы преобразований координат, найдем базисные векторы 
новых осей: 

оо Г. 2 

TATE V6 “Ve 

PTT ATS Уз уз}. 
тату: уз, о} 

Отсюда и согласно п° 26 получаем искомые формулы: 

УЕ” ТУЗ‘ Уз", 
2 , | , 

Зная корни характеристического уравнения, мы можем сразу 
написать результат преобразования группы старших членов урав- 
нения (2) к новым координатам; именно мы получим 2х’? 5у”. 
Остальные члены уравнения (2) приведем к новым координатам, 
пользуясь предыдущими формулами: 

—4x+6y—2z+3= VY 6х'’—5У 22'+ 3. 

Таким образом, уравнение данной поверхности в новых коор- 
динатах имеет вид 

2x” -- бу" + V 6х’ —5 V 92'--3=0,



74' ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА [ГЛ. U 

или, после некоторой перегруппировки членов, 

2 (+78 ) +-5y’*—5 У 22'4+3=0, 

Дополняя выражение внутри круглой скобки до полного квад- 
pata, получим 

(= ve) + 5y"— УЗ (=) oo 

Совершим теперь параллельный перенос осей так, чтобы коор- 
динаты преобразовались по формулам: 

Мы получили каноническое уравнение данной поверхности: 

2х7? +. 5 БУ 22" =0, 
ИЛИ 

5 V 22" 2x" -- Бу*, 

Данная поверхносгь является эллиптическим параболоидом.



ГЛАВА II 

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ И МАТРИЦЫ 

$ 12. Линейные преобразозания на плоскости 

68. Мы будем рассматривать некоторую плоскость ©. 
Отметим на этой плоскости какую-нибудь точку О. Тогда 
любая точка М плоскости @ определяет радиус-вектор 

х = ОМ. Если нам заранее дан произвольный вектор х, ле- 
жащий в плоскости @, то мы будем считать его приложен- 
ным K точке О. Таким образом, каждый вектор данной 
плоскости будет рассматриваться как радиус-вектор какой- 
нибудь точки. 

59. Пусть дано правило, согласно которому с любой 
точкой М плоскости @ сопоставлена некоторая точка M’ той 
же плоскости (иначе говоря, точка /М перемещена в некото- 
рую точку М’). В таком случае мы скажем, что на плоско- 
CTH @ задано преобразование точек; точку М’ назовем обра- 
зом точки М. 

Далее мы всегда будем предполагать, что при заданном 
преобразовании точка О остается на месте (совпадает со 
своим образом). 

60. Наряду с заданным преобразованием точек мы будем 
рассматривать преобразование векторов плоскости a@, при 

когором произвольный вектор х = ОМ переводится в вектор 

x’ = ОМ’. Вектор x’ назовем образом вектора x. To обстоя- 
тельство, что Х’ является образом вектора х, будем сим- 
волически записывать Tak: Х’ж= Ах. Этой же записыо 
будем выражать и самый факт, что дано определенное 
преобразование (если нам придется рассматривать еще 
другие преобразования, TO мы будем писать х’= Вх, 
х’=Сх ит. п.).



76 ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ И МАТРИЦЫ [гл. ш 

61. Преобразование х’=Ах называется линейным, если 
соблюдены следующие два условия: 

1) A(Ax)=AAx, где х— любой вектор плоскости a, 
\, — любое число: 

2) А(х-+у)=Ах-РАу, где x и у— любые два вектора 
плоскости ©. 

Поясним эти условия наглядно. Договоримся только 
в дальнейшем не указывать каждый раз, что речь идет о 
точках и векторах плоскости с. ’ 

Остановимся прежде всего р 
на первом условии. Как извест- 

М y’ 

NV 

р 

0 
и 

Рис. 7. Рис. 8. 

но, вектор Ах коллинеарен вектору х и получается растя- 
жением его в Л раз; первое условие означает, что образ 
вектора Ах также коллинеарен образу Х и также получается 
из него растяжением в А раз (см. рис. 7, где x= OM, 
лх=ОМ, Ax=OM’, А(Ах)=ОМ'; так как А (Ах) =^Ах, 
то ON’ получается из OM’ таким же растяжением, каким 

ON получается из ОМ). 

Чтобы пояснить второе условие, положим х=ОМ, 

у= ОМ, x+y = ОР (рис. 8). Пусть М’, №, Р’— образы то- 
чек М, N, Р при данном преобразовании. Тогда Ax = ОМ’, 

Ay=ON’, А (х--у) = OP” и согласно второму условию 

OP’ =A(x-+y)=Ax + Ay = OM’ + ON’. Следовательно, вто- 
poe условие означает, что каждый параллелограмм OMNP 
преобразуется в четырехугольник ОМ’М№Р”, который также 
является параллелограммом. 
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Пример 1. Преобразование заключается в TOM, что все 
векторы растягиваются в Rk раз (Ё— некоторое число): Ax=kx. 
Оба условия соблюдены. В самом деле, Д (Ах) = (Ах) =A (Вх) == 
= ЛАх; кроме того A(x+y) = 
=k (x+y) hx + Ву== Ax-t Ау. Следова- 
тельно, данное преобразование являет- 
ся линейным. Такое липейное преобра- 
зование называюг подобием, а число 
Е — коэффициентом подобия. 

Если х=ОМ, Ах=ОМ’ и если 
точка М обегает некоторую фигуру Ё, 
то М’ обегает фигуру F’, которая по- 
добна фигуре Ё; точка О будет цент- 
ром подобия F и F’ (рис. 9). 

Пример 2. Преобразование 3a- 
ключается в том, что все векторы 
поворачиваются вокруг точки О в одну 

и ту же сторону на один и тот 
же угол: х’= Ах, где x’ полу- 
чен поворотом вектора х на дан- 
ный угол ©. Геометрически оче- 
видно, что оба условия соблюдены 
и, следовательно, данное преоб- 

разование является линейным. 
Такое линейное преобразование 
называется вращением на угол “. 
Если х=ОМ, Ax=OM' и если 
точка М обегает некоторую фигуру 
Е, то М’ обегает фигуру Е’, кото- 
рая получается поворотом F во- 
круг О на данный угол @ (рис. 10). 

Пример 3. Пусть а—какая-ни- 
будь прямая, проходящая через точку 
О. Сопоставим с произвольным вектором 
х симметричный ему относительно пря- 
мой а вектор х’= Ах. Преобразование 
х’= Ах является линейным, поскольку 
оба условия линейности с очевидностью 
соблюдены. Такое линейное преобразо- 
вание называется зеркальным отраже- 
нием относительно прямой а. Если 

х=0М, Ax=OM’ и если точка М 
обегает некоторую фигуру F, to М' 
обегает фигуру F’, которая является 
зеркальным образом Р относительно 
прямой а (рис. 11). 

Пример 4. Пусть a— какая-нибудь Рис. 11. 
прямая, проходящая через точку О. Со- 
поставим с произвольным вектором х=0ОМ вектор x’ = Ax=0M' 
при следующих условиях: если Р — основание перпендикуляра 

Рис. 10. 
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опущенного из М na а, то М’ лежит на луче PM, причем отноше- 
ние PM’ x PM равно заранее данному положительному числу R 
(например, если Л == №, то М переходит в точку М”, которая вдвое 

ближе к a, чем М; если k=2, 
то каждая точка М удаляется от 
прямой на расстояние, вдвое 
болышнее первоначального). 
Данное преобразование x’ = 
—= Ах является линейным, в 
чем можно убедиться провер- 
кой условий линейности; позд- 
нее это будет уставовлено как 
следствие некоторых общих 
положений (см. n° 65). Paccma- 
триваемое в этом примере ли- 
нейное преобразование назы- 
вается сжатием к прямой а; 
число R называется коэффици- 

Рис. 12 ентом сжатия (заметим, что 
coe сжатие с коэффициентом А > | 

по существу является растя- 
жением). Если точка М обегает некоторую фигуру Ё, то М’ обегает 
фигуру F’, которая также называется сжаткем F к прямой а. На 
рис. 12. в качестве Ё изображен круг; его сжатием Ё’ оказывается 
эллипс. 

62. Наша ближайшая цель — выразить линейное преобра- 
зование в координатах. Выберем любую пару векторов é,, @, 
с единственным условием, a, 
чтобы эти векторы были 
неколлинеарны. Считая е,, 
€, приложенными к точке 
О, рассмотрим оси Ox, 
Ох., по которым направ- 
лены векторы @,, 6. 
(рис. 13; естественно, мы 
полагаем, что положи- — 
тельные направления осей с, 
совпадают с направления- Puc. 13. 
ми векторов @,, е.). Пусть 
х — произвольный вектор. Так как векторы @,, @, неколли- 
неарны, то мы можем разложить вектор х по. базису е,, е, 
(см. Курс, n° 159; напомним читателю, что мы рассматри- 
ваем векторы, лежащие в одной определенной плоскости). 
Иначе говоря, вектор х можно представить в виде суммы 

X= X10, + хоео, (1) 
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где хе, =ОМ,, хое, = ОМ, — компоненты вектора х по 
осям Ox,, Ох.. Число x, представляет собой величину от- 
резка OM, оси Ox,, при условии, что в качестве масштаб- 
ного отрезка на этой оси принят вектор €,; аналогично 
х.— величина OM, в масштабе е.. Числа х., х. называются 
координатами вектора Х в базисе e,, e,. В дальнейшем, 
наряду с выражением (1), мы будем писать также x = {x,; №}. 

Если х= OM, то числа х., х, называются также коорди- 
натами точки М в системе координат с данным началом 
О ис данными масштабными векторами @,, @,. То обстоятель- 
ство, что /М имеет координаты X,, X,, будем записывать, как 
обычно: /М (51; Х9). 

Рассмотрим какое-нибудь линейное преобразование 
х’= Ах. Этим преобразованием пара базисных векторов 
€,, е› переводится в некоторую пару векторов е, =Ае,, 
е. -=Ае.. Допустим, что векторы е;, е, даны, т, е. известны 
их разложения по базису @,, @,: 

Oy = Aly = але, + Ayo. 

Покажем, что задание формул (2) определяет линейное 
преобразование x’ = Ах. 

Пусть х = {x,; x,} — произвольный вектор, x’ = {^1; x4} — 
его образ (координаты этих векторов относятся к базису 
€,, е.). Мы имеем 

х’ = хе, + хе, = AX =A (же, + хое.). 

Пользуясь двумя свойствами линейности преобразования, по- 
лучим 

А (хе, + хе.) =A (x e,) А (хе. ) = 
= х.Ае, + х.Ае, = хе, + хье.. 

Следовательно, 

x’ = же, + же, = хе! + хае., 
Заменим в правой части последнего равенства векторы е,, 5 
их разложениями (2): 

х’= же, + хе, = Hy (але, + але.) хо (алое, + алое.) = 
= (251% 4 + 41,%.) Cy + (а. 1х, -- а,›хо) Cp.
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Отсюда, сравнивая коэффициенты при одинаковых базисных 
векторах, получаем 

Hy = 244%] + а.о, (3) 
№ = Ay Xt ах. 

Эти формулы позволяют по любому вектору x={x,; х.} 
определить его образ x’ = {x}; хз}; коэффициенты этих фор- 
мул даны, если даны формулы (2). Тем самым показано, что 
формулы (2) действительно определяют линейное преобразо- 
вание х’= Ах, которое переводит базисные векторы @1, е. 
в векторы @е1, е.. Тот же результат можно высказать так: 
если мы знаем образы базисных векторов при некотором 
линейном преобразовании, то знаем образы всех векторов 
при этом преобразовании. 

Равенства (3) линейно выражают координаты вектора 
х’= Ах через координаты вектора X; мы будем называть 
их координатным представлением данного линейного пре- 
образования Х’= Ах в данном базисе. Таблицу коэффициен- 
тов правых частей (3) будем обозначать буквой А и назы- 
вать матрицей данного линейного преобразования в данном 
базисе 

Q,, a A=( 11 г); 4 

Qo, 2oe (4) 

числа @11, Ayo, @21, @.. называют элементами данной мат- 
рицы. 

Матрицы, с которыми мы сейчас имеем дело, обладают 
четырьмя элементами, расположенными в двух строчках 
и в двух столбцах; соответственно такие матрицы называют 
квадратными матрицами второго порядка. 

Заметим, что матрица коэффициентов формул (2) полу- 
чается транспонированием матрицы А, т. е. перестановкой 
элементов Gy. и @.1, симметричных относительно главной 
диагонали (эти элементы численно совпадать не обязаны). 
Результат транспонирования данной матрицы здесь и далее 
мы будем отмечать звездочкой. Соответственно этому мат- 
рица коэффициентов формул (2) запишется так: 

A® = ( @11 221 ) . (5) 
@12 Goo
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63. Пусть теперь заранее даны линейные формулы, т. е. 
формулы вида (3), с любыми коэффициентами yy, 245, @2т, 
аа. Тем самым задано некоторое преобразование векторов 
на плоскости; именно, произвольному вектору х={х\; х.} 
сопоставлен вектор x == {х1; xj}, где м1, х, определены фор- 
мулами (3). Обозначим это преобразование символически: 
Х’= Ах. Докажем, что оно линейно. Для доказательства 
нужно проверить два условия линейности. 

1. Пусть «={x,; х.}, Ах=х’ = {хи х.], 

A (Ax) = x* = { xt; №}, 

Мы имеем 

Ах = {Ах Axo}; 
следовательно, 

Hy = 04, (AK) + Oy, (Ах) = А (41191 аохо) = AK, 

№=а01 (AX) + By (А) = А (а 1х1 + Ang Xq) = Ао. 

Таким образом, х*=Ах’, т. е. 

А (Ах) =^Ах. 

Мы видим, что первое условие соблюдено. 
2. Пусть X= {x,; Xa}, y= {и1; у.} — любые векторы, 
= Ax={x1; х,}, у’= Ду={ул; yy} — их образы, А(х- 

и е- {xi; Хх} — образ суммы векторов x и у. Мы 
имеем 

K+ y= и; и} 

следовательно, 

x; = @11 (x, + y;) + @1о (Xo у.) — 

= (11%, + @15^о) + (111 + @1245) = Хх, Ви, 

Хх. = Boy (y+ 93) + Qo (хо + уз) = 

= (ах, Нах.) + (али: + @ооуо) = хз + Yo. 

Таким образом, х*=х’-ру’, т. е. 

А (х-у) = Ax + Ау. 

Второе условие также соблюдено. Тем самым линейность 
рассматриваемого преобразования доказана.
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Найдем образы базисных векторов, считая, что линейное 
преобразование задано формулами (3). Отметим прежде 
всего очевидные равенства: 

е, = 1-e,+0-e,, 

e,=0-e,+1-e,. 

Они обозначают, что вектор @, в базисе €,, @, имеет коор- 
динаты | и 0, а координатами вектора @, служат 0 и |; 
символически: 

e,={1; 0}, e,={0; 1}. 

Подставляя в правую часть равенств (3) координаты век- 
тора é€,, получим 

€, = {@11; @21}. 

Аналогично найдем 

е; = {2153 Goo}. 

Мы нашли коэффициенты разложений векторов €;, е, по ба- 
зису @,, @g, следовательно, можем написать и сами разло- 
жения; 

е: = @11е; + але»; 
е; = 01901 + Ay2€p. 

Матрица, составленная из коэффициентов этих разложений, 
имеет вид (5) и получается транспонированием матрицы (4). 

64. Итак, если дано линейное преобразование х’=Ах 
и выбран базис е, @,, то данное преобразование пред- 

ставляется в координатах формулами вида {3). Обратно, 
если заранее даны формулы вида (3), то они представляют 
в выбранных координатах некоторое линейное преобразо- 
вание х’= Ах. Матрица A, составленная из коэффициен- 
тов формул (3), и матрица A*, составленная из коэд- 
фициентов разложений векторов Aé,, A€, по базису @,, eo, 
переводятся одна в другую транспонированием. 

65. Для иллюстрации изложенного мы найдем коорли- 

натные представления линейных преобразований, которые 
рассматривались в примерах п” 61. 

Пример 1. Пусть х’= Ах есть подобие с коэффициентом А, 
т.е. Ах=АХ.
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Возьмем базис е, @, произвольно. Имеем х={х:; хз}, 
x! {х; xi} x’ =x: следовательно, 

? г 

Это и есть координатное представление данного линейного пре- 
образования. Записав полученные формулы в виде 

x) = Rx, --0-х., 

x, =xQ-x, +-RXo, 

k @ 
A= . 

Ok 

Пример 2. Пусть x’=Ax есть вращение на угол a. 
Возьмем. специальный базис &, ] (состоящий из единичных и 

взаимно перпендикулярных векторов). Тогда, если х={х1; хо}, 
то х1=рс0$0, x,=psin®, где р, @— полярные координаты конца 
вектора х. Так как вектор x's Ax={x\; x,} получается поворо- 
том х вокруг точки О па угол a, то x, =рсо$ (9- a) 
x, = рзт (9-- а). Отсюда 

найдем матрицу подобия: 

x, =p cos (9+ а) == [cosa cos 8—sina sin 9}, 

х, =p sin(8+a}=p [sinacos 0+ cos @ $116]; 

раскрывая скобки в правых частях этих равенств и полагая 
06050 =х,, рп 9=х., найдем 

x. =x, cosa—x, sing, 
1 

X, =X, SiNn@+ xq cosa, 

Это и есть координатиое представление вращения в базисе $ f, 
Матрица вращения имеет вид 

A= cos @ —sing 

~ \sina cosa)’ 

Пример 3. Пусть х’= Ах есть зеркальное отражение OTHO- 
сительно прямой а. Возьмем специальный базис 7, д причем век- 

тор é направим по прямой а. Тогда, если х={х; xX}, 
х’=Ах= {ху} хз}, то 

ж=х, Хх =X. 

Это и есть координатное представление в базисе #, J зеркального 
отражения относительно оси Ox, Матрица этого преобразования 
имеет вид | 0 

A= (6 _ +
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Пример 4, Пусть х’= Ах эсть сжатие к прямой а с коэзф- 
фициентом № Возьмем специальный базис Zé, J, располагая век- 

7 top # на прямой а. Тогда, если x={xy; хз}, х’ = Ax= (x; xh, то 
=»  Х=АХа. 

Это и есть координатное представление в базисе $, ] сжатия к 
оси Ox, с коэффициентом &. Матрица сжатия к оси Ox, имеет вид 

,- (11) 
Заметим, что в п”61, где впервые рассматривалось сжатие, ли- 
нейность этого преобразования не была доказана. Теперь ясно, 
что сжатие есть линейное преобразование, поскольку его коорди- 

Lr натное представление имеет 
4 я ‚ линейный вид. 

М;-——-— 66. В заключение пара- 
-— графа рассмотрим еще один 
Е пример, где линейное пре- 

NV образование заранее дается 
0 4, его координатным представ- 

лением. Пусть 

= жм=х >. A=( ‚) 

y, хз = Xe! 0 1 

(базис # Л. Если = 

— ={х;  х}= ОМ, х’= 
= {*1; Хз} = ОМ’, то М’ получается из М перемещением па- 
раллельно оси Ox, на величину х. (точки оси Ох, остаются 
на своих местах). Такое преобразование мы назовем перекосом 
плоскости (см. рис. 14, где пунктирные стрелки показывают 
смещение точек прямой MN). 

Рис. 14. 

$ 13. Произведение линейных преобразований 
на плоскости и произведение квадратных матриц 

второго порядка. Сложевие матриц. 
Умножение матрицы ва число 

67. Пусть даны две матрицы: 

Azul 71 @12 B= (5 510 

@31 292 6.1 See 

Выберем накой-нибудь базис @,, @,. Тогда, если мы напишем
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ло данной матрице А формулы (3) 5 12, то тем самым 
будет определено некоторое линейное преобразование Ах; 
аналогично по данной матрице В в том же базисе определим 
линейное преобразование Вх. 

По двум линейным преобразованиям Ах и Вх мы уста- 
новим теперь некоторое новое линейное преобразование. 
Именно, возьмем произвольный вектор x ={x,; х.}; преобра- 
зование с матрицей В переводит его в вектор, который мы 
обозначим через у: y= Вх=={у;; yo}; полученный вектор 
другим данным преобразованием будет переведен в некото- 
рый вектор x’: х’=Ау={^х:; x,}. В результате каждому 
вектору х сопоставлен вектор Хх’, т. е. установлено опре- 
деленное преобразование векторов. Это преобразование на- 
зывается произведением двух данных преобразований и 
обозначается так: АВх. Все приведенные сейчас словесные 
описания можно заменить одной формулой: 

АВх = А(Вх). (1) 

Пользуясь формулой (1), легко показать, что произведение 
линейных преобразований есть также линейное преобразова“ 
ние. Однако мы предпочтем установить тот же факт иным 
способом — при помощи координатных представлений данных 
линейных преобразований; одновременно мы найдем матрицу 
их произведения. 

Так как у = Вх, то в координатах имеем 

1 = 51%, + 8:2Х., (2) 

Yo = бы + 6.охо. 

, Так как x’ = Ay, то 

Hy = Oy, + 412, (3) 

Xo = @ 191 + 4590. 

Заменяя в последних формулах y,, Yo, правыми частями (2), 
найдем 

Х1 = (@11611 + 412651) Х, + (@1161. + 212590) Хо, (4) 

№з = (421011 + @22651) Hy + (221612 + @.3602) Хо. 

Мы получили координатное представление преобразования 
х’= АВх (в данном базисе @,, е.). Поскольку формулы (4)
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имеют ‘линейный ‘вид, представляемое ими преобразование 
векторов являётся линейным (см. 5 12). Тем самым доказано, 
что произведение двух линейных преобразований также есть 
линейное преобразование. 

68. Матрица произведения ‘двух линейных преобразо- 
ваний называется произведением матриц этих ‘преобразо- 
ваний. Если данные преобразования суть Ах‘и Вх, то их 
произведению АВх соответствует произведение матриц A и 
В, которое обозначает АВ. Согласно (4) 

AB = 494-2 y9Fq) 21449 1 212508 (5) 

31811 -- @ззбз1 293919 + @ззбза; 

ИЛИ 

a a) (= >) = Gram M19 Fue t at (6) 
Qo, @3:/ \ ба: Foe @21811 + @о3б21 бол + 42103 

Рассмотрим какой-нибудь элемент произведения данных мат- 
PHU, например а.16,. - 4,26... Этот элемент находится Ha 
пересечении первой строки и второго столбца. Заметим, что 
в нем участвуют элементы 4,1, 2. первой строки матрицы A 
и элементы 6,., Bg, второго столбца матрицы В, причем 
элементы строки умножаются на соответствующие (по по- 
рядку) элементы столбца и полученное произведение сум- 
мируется. Величина, которая составляется по указанному 
сейчас правилу, называется произведением строки на стол- 
Gell; в частности, @:16.з- @12.6.. есть произведение первой 
строки матрицы A на второй столбец матрицы В. Из (6) 
видно, что вообще для того, чтобы получить элемент про- 
изведения АВ, занимающий место в 4-й строке и 6 k-m 
столбце (1=1 или 2, R=1 или 2), нужно помножить 1-ю 
строку матрицы А на k-d столбец матрицы В. 

69. Весьма важно учесть, что произведение линейных 
преобразований зависит от того, в каком порядке они по- 
следовательно производятся; порядок выполнения данных 
преобразований отражается в записи произведения. Если мы 
пишем АВх =А (Вх), то имеем в виду, что сначала век- 
тор х подвергается преобразованию В, а затем его образ 
преобразуется при помощи А. Если Х сначала подвергнуть 
преобразованию A, а затем полученный вектор Ах преобра- 
зовать при помощи В, то получим произведение ВАх = В (Ах).
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Вообще говоря, АВх == BAX (хотя для некоторых преобра- 
зований А и В возможно равенство. АВх = BAX при лю- 
бом x). 

Точно так же зависит от порядка сомножителей и произ- 
ведение матриц, т. е., вообще говоря, матрица AB не сов- 
падает с матрицей ВА (хотя в частных случаях совпадение 
АВ и ВА может иметь место). То обстоятельство, что про- 
изведение матриц зависит от порядка сомножителей, легко 
понять также, если обдумать правило перемножения матриц. 
Дело в том, что когда мы находим элемент произведения 
двух матриц, то умножаем строку левого сомножителя на 
столбец правого; тем самым левый и правый сомножители 
неравноправны. 

Пример. Пусть 

‚(0 = 0 
0 

01 0 
Тогда 

). 

o
o
 

O
o
;
 

Матрицы АВ и ВА оказались различными. 

70. Рассмотрим еще два примера. 

Пример 1. Пусть Ахр—вращение на угол a, Вх — враще- 
ние на угол В (см. n° 61 и 65). Очевидно, ABx есть вращение на 
угол &--В; в данном случае АВх= ВАх. 

Возьмем специальный базис 7, ]; тогда данные преобразования 
будут иметь соответственно матрицы 

cosa — та 
= . ’ 

sing cos a& 

cosh — т В 
Че В 

Применяя правило умножения матриц, получим 

AB= cosacosfi—sinasin-B —cosasin B—sinacosB 
= (Sina cos B pcos cing ав) 

Отсюда 

две (8 e+8 ~sin +в) 
sin (a -+ В) cos (a+ В) /° 

Этот результат можно было заранее предвидеть, так как AB есть 
матрица вращения на угол &--В. В данном случае матрицы АВ 
и ВА совпадают. 

Пример 2. Пусть Ах есть сжатие к оси Ох, (T. е. в на- 
правлении оси Ох!) c коэффициентом А, Вх— сжатие к оси Ox,
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(Т. е. в направлении оси Ох.) с коэффициентом №. (см. n°61 и 65). 
Матрипы этих преобразований соответственно будут: 

лет) 9=(оь} 
умножая A на В, получим 

_ k, 0 

Ав (6 ь}. 
Матрица такого вида называется диагональной. Таким образом, 

диагональная матрица отвечает произведению двух сжатий к коор- 
динатным осям. 

7\. Далее нам придется писать равенства матриц, Равен- 
ство двух матриц означает, что их элементы, занимающие 
одинаковые места, численно совпадают. Иначе говоря, если 
A=8, то Аи В являются совершенно одинаковыми табли- 
цами чисел. 

72. Пусть даны три матрицы А, В, С. Умножая В на С, 
мы получим матрицу ВС, на которую затем можем умно- 
жить A; в результате будем иметь матрицу А(ВС). Можно 
поступить иначе: произведение AB умножить на матрицу С; 
тогда получим матрицу (АВ)С. Легко убедиться, что 

А (ВС) =(AB)C. (7) 

Для доказательства используем линейные преобразования 
Ах, Вх и Cx, которые имеют заданные матрицы A, Ви С 
(в каком-нибудь базисе). Рассмотрим произведение преобра- 
зований: 4 (ВС) х. Это есть преобразование, которое произ- 
водится так: сначала х подвергается преобразованию С, затем 
его образ преобразуется с помощью В; полученный в резуль- 
тате вектор дополнительно подвергается преобразованию А. 
Символически имеем: 

A(BC) х=А(В(Сх)). 

Но совершенно так же производится преобразование, которое 
есть произведение АВх на Сх: 

(AB) Cx = A(B(Cx)). 

Следовательно, преобразования A(BC) x и (AB)Cx не отли- 
чаются друг от друга. Отсюда получаем равенство матриц (7). 

Поскольку в произведении трех матриц А, В, С сочета- 
ние сомножителей безразлично, его обозначают так: АВС,
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считая ABC = А (ВС) или, если угодно, АВС = (АВ)С. Нельзя, 
однако, нарушать заданный порядок сомножителей, так как 
уже произведение двух матриц зависит от того, какая из 
них является левым сомножителем, какая правым; например, 
АВС, вообще говоря, не совпадает с АСВ. 

Произведение любого числа матриц определяется анало- 
гично произведению трех матриц последовательного перемно- 
жения данных сомножителей; например, 4ВСО = А (B(CD)). 

78. Натуральные степени матрицы определяются так же, 
как степени чисел: 

42=А.А, А3=А.А.А, 

1 2 =( +) 
ma! 2\ (12\_(7 10 

34/ \3 4/ \15 22/° 

74. В некоторых вопросах математики и ее приложений 
встречается сумма и разность матриц и произведение матрицы 
на число. Суммой двух матриц A и В называется матрица, 
элементы которой получаются путем сложения соответству- 
ющих элементов данных матриц 4 и В: 

(x a) 4. (Fes i — (ax 6. Ag+ 2) 

Qo, Aoo by, Oo» Goi t+ 45, oot Doe 

Аналогично определяется разность А—В. Произведени- 
ем матрицы А на число A называется матрица, элементы 
которой получаются умножением элементов матрицы А на 
число А: 

ЛА—А, (с a) — (Aan vant), 

Qo, oe Nay, Ades 

После всего сказанного легко понимать смысл более слож- 
ных выражений, составленных из матриц сочетанием различ- 
ных действий; натример, если 

(2) 

например, если 

TO
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то 

12 20 
a4. = 

Abt 3A (1 №). 

75. В заключение этого наратрафа укажем: правило сочета- 
ния действий умножения матриц и транспонирования. Напомним 
читателю, что действие транспонирования мы обозначаем 
звездочкой: если Дд— данная матрица, то Д* — матрица, по- 
лучаемая транспонированием A (для матрии второго порядка 
транспонирование сводится к перемене местами правого 
верхнего и левого нижнего элементов). 

Имеет место следующее тождество: 

(AB)* = В*А*, (8) 

т. е. транспонированное произведение равно произведению 
трачспонированных сомножителей, взятых в обратном 
лорядке. Для доказательства тождества (8) достаточно за- 
метить, что строчки данной матрицы являются столбцами 
матрицы, получаемой ее транспонированием. Поэтому элемент 
произведения В*А*, занимающий место в {-Й строчке и в А-м 
столбце, получается умножением {-го столбиа матрицы В 
на А-ю строчку матрицы A. Но точно такой же элемент 
получается в произведении AF на пересечении А-Й строчки 
и é-ro столбца. Следовательно, АВ после транспониро- 
вания совпадает с В*А*. 

$ 14. Теорема об определителе произведения 
двух матриц 

76. Условимся сейчас и в дальнейшем определитель дан- 
ной квадратной матрицы A обозначать символом Det А 
(определитель называют также детерминантом; отсюда про-` 
исходит обозначение определителя символом Det): 

д= (с ain), Det A = 
Za, Faq 

77. Имеет место следующая 
Теорема. Определитель произведения двух матриц 

равен произведению определителей этих матриц; символи- 
чески: 

@11 9 

Zo, @.0 

Det (AB) = Det A- Det В. (1)
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Доказательство. Пусть 

Дж (сы a) B= (0 pu) 

2o1 220 ba, В 

AB= (outa + 61261 241942 + cise) | (2) 
@о1б11 1 42261 @ бл» + 45:6. 

Введем обозначения: A, =DetA, A,=Det В, A= Бе (АВ). 
Из (2) имеем: 

тогда 

А — | 211811 - 41261 @ 101 + 12% 22! 
а161 1 + 4526: Bayo + а,6.2 

| @иёи 411612 + A191, O20 20) 4 

A911 @2: 012 421011 Agaboo 

+. 21290) оный @1 2621 ор = 

Чл 201010 A005, @52боо 

а, a а! а.. и @11 | u @12 
= 611612 + 511622 

Qo, Go 21 222 

Ay а... a. а 
Нов В И-П]. 

Qo Ao 22 Zan 

В полученной сумме участвуют четыре определителя, состав- 
ленные из элементов матрицы A, Очевидно, первый и по- 
следний из них равны нулю; определитель, занимающий 
второе место, есть Aj; на третьем месте стоит определи- 
тель, равный определителю A, с обратным знаком. Таким 
образом, 

А = 6116.4, — 6216,5 А, = (6116,3 — 621612) Ay = A, Ag. 

Теорема доказана. Эту теорему называют также теоремой 
об умножении определителей. 

$ 15. Геометрический смысл определителя линейного 
преобразования. Вырожденные преобразования 

78. Пусть х, у—два произвольных вектора, заданных 
своими разложениями по некоторому базису е\, @,: 

X= ме, + Ха, (1) 
у=ие, + узе,
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как и раньше, мы рассматриваем векторы, лежащие в опреде- 
ленной плоскости а. 

Обозначим через 5, площадь параллелограмма, постро- 
енного на базисных векторах @,, @,, через и— единичный 
вектор, нормальный к плоскости а и направленный так же, 
как векторное произведение [@,, е.]; тогда 

[е1ез] = Sor. (2) 

Заметим, что если все векторы приведены к общему началу О 
и если смотреть из конца вектора № на плоскость а, то 
кратчайший поворот вектора е, к вектору е, будет виден 
совершающимся против часовой стрелки. 

Обозначим, далее, через $ площадь параллелограмма, 
построенного на векторах х, у; тогда 

[х, у] = Sn, (3) 
причем знак плюс будет в том случае, когда кратчайший 
поворот вектора х к вектору у виден из конца № совер- 
шающимся против часовой стрелки, знак минус—если этот 
поворот будет по часовой стрелке. В первом случае мы 
скажем, что пара векторов х, у (считая х первым векто- 
ром) ориентирована так же, как пара векторов @,, е., во 
втором —что пары x, у ие:, е, ориентированы различно. 
Если векторы x, у коллинеарны, то S == 0 и вопрос о знаке 
в правой части формулы (3) отпадает. 

Найдем выражение S, считая известными S, и коэффи- 
циенты формул (1). Мы имеем: 

[х, 9] = [(е, + хое») (иле, + узез)] = 

= XY, [€,€,] + Х19з [е16ез] + Хьу1 [C201] + хи» [ее] = 
— (4 Yo — 91) [е,е.]. 

Отсюда с учетом равенств (2) и (3) получаем 

1 91 

Xe Ya 
+S= 5. 

Тем самым искомое выражение $ найдено. 
Условимся называть ориентированной площадью парал- 

лелограмма, построенного на паре векторов xX, у, число +S, 

если пары X, уие:, @g ориентированы одинаково, число — 5, 

если эти пары ориентированы различно (вектор хХ считаем
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первым в паре х, у); ориентированную площадь будем обо 
значать буквой ©. Из предыдущего равенства имеем 

So: (4) 

79. Рассмотрим произвольное линейное преобразование 
x’ == Ax; пусть 

Hy = Ay Hy + Ay_Xo, (5) 
, 

Hq = GoX | 4.5%, 

— координатное представление этого преобразования в данном 
базисе е,, eg. 

Возьмем произвольную пару векторов x={x,; х.}, 
у= {уз; у}. Обозначим через O ориентированную площадь 
параллелограмма, построенного на паре векторов х, у, через 
0’— ориентированную площадь параллелограмма, построен- 
ного на паре их образов х’= Ах, у’= Ау. Найдем зави- 
симость между O и 0’. На основании формулы (4) имеем 

и 

Хз Yo 

Если x’ == {x13 x3}, »’ = {ys уз}, то 

© = Soe (6) 

Xx. ‘ 

o’ =| 1 | So (7) 
%. Ye 

Согласно (5) 

Hy = @ 111 + 412%, Yi = 24, + алой, 

Хз = Ag Xp - 42.50, У = Gay + ooo 

Отсюда и по правилу умножения матриц получаем: 

(; и) — Ge a) (3 и 
3 Ys @51 @23/ \ Хз Yo 

Из этого матричного равенства, применяя теорему об умно- 
жении определителей, найдем соответствующее равенство 
для определителей: 

x, i) = 
Хз. Yeo 

@11 212 

Go, 22 

xX, И! | 

Xo Ys 
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Умножим абе части последнего равенства на $, и учтем (6) 
и (7); мы получим искомое соотношение: 

0’ =вре А. (8) 

Таким образом, при линейном преобразовании плоскости 
все параллелограммы деформируются так, что ых орцен- 
тированные площади изменяются пропорционально: общим 
коэффициентом изменения площадей является определи- 
тель преобразования. Из формулы (8) видно также сле- 
дующее: если Det A>>0O, то пара векторов x, у и пара их 
образов ориентированы одннаково (0 и 6’ имеют один и тот 
же знак); если DetA < 0, то пары x, уих’,, У’ ориентиро- 
ваны различно. Иначе говоря, если Det А > 0, то преобра- 
зование сохраняет ориентации всех пар векторов данной 
плоскости, если Det А< 0 — меняет на противоположные. 

80. Рассмотрим теперь линейное преобразование х’= Ах 
при условии DetA=9@. В этом случае формула (8) дает 
oa’ =0 при любом значении в. Следовательно, данное пре- 
образование любую пару векторов xX, у переводит в пару 
коллинеарных векторов х’ у’. В частности, будут колли- 
неарны образы @\, е, базисных векторов @,, е,. Обозначим 
через а’ прямую, проходящую через точку О, на которой 
лежат векторы е!, @,. Вернемся к n°62, где показано, что 
образ х’=-.Ах любого вектора х={х,; х.} может быть 
выражен в виде 

x’ = хе, + х.е. 

Отсюда заключаем: если Ое+ А =0, то образы всех векторов 
ланной плоскости располагаются на одной прямой а’; можно 
сказать также, что образы всех точек данной плоскости 

лежат на одной прямой, т. е. вся плоскость отображается 
в некоторую прямую. Такое линейное преобразование пло- 
скости называется вырожденным; согласно изложенному 
вырожденное линейное преобразование характеризуется 
условием Det А=0. При этом же условии называется вы- 
рожденной и матрица А. 

Пример. Линейное преобразование 

xy HX Xy 

Xg =X Ха
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является вырожденным, так как образы всех точек дежат на пря: 
o ‘ 

MOH Х1 =Ха. Вместе с тем имеем 

= (1 

$ 16. Обращение линейного преобразования на плоскости 

и Det A=0, 

81. Рассмотрим на данной плоскости линейное преобра- 
зование Х’=Ах. Здесь х’— образ вектора х; в таком 
случае х называется прообразом зектора x’. Поставим 
задачу: по любому вектору X’ найти его прообраз x. Если 
будет указано правило, согласно которому по каждому век- 
тору х’ находится его прообраз х, то тем самым на пло- 
скости будет установлено некоторое новое преобразование, 
которое с вектором Хх’ сопоставляет вектор x. Такое пре- 
образование называют обратным данному и о©бозначают 
через х = Aly’. 

82. Предположим, что данное преобразование х’=Ах 
является вырожденным; тогда образы всех векторов плоскости 
лежат на некоторой прямой а’. Если мы возьмем вектор x’, 

не лежащий на этой прямой, то для него нет прообраза. 
Поэтому для вырожденного преобразования нет обратного. 

83. Пусть теперь х’=Ах—невырожденное линейное 
преобразование, 

Hy = 41141 - 01555, Hy = Ay Hy | @,2, (1) 

— ero координатное представление в некотором базисе е\, ео, 

А= (> 7) (2) 
Qo, 20 

— матрица данного преобразования. Так как преобразование 
’= Ах предполагается невырожденным, то 

A=DetA+0. 

В равенствах (1) величины %X}, Х, являются координатами 
образа, величины х,;, х,—координатами его прообраза. 
Чтобы получить преобразование, обратное данному, нужно 
выразить X,, X, через х\, X_, т. е. решить систему (1)
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относительно 1, Хз, считая Х:, х. известными. Поскольку 
A=40, мы получаем (см. Куре, Приложение, § 1) 

х1 @13 @11 x 

Хз Gag Qo, №3 
ть м. 

Отсюда . 
_ Gio Qa 6 _  @м „р би. 

Мы получили координатное представление преобразования 
х-=А71х’, обратного данному линейному преобразованию 
х’= Ах (в том же базисе @,, @,). Так как выражения (3) 
имеют линейный вид, заключаем, что обратное преобразо- 
вание также является линейным. Матрицу обратного пре- 
образования A~!x’ обозначают через А”! и называют обрат- 
ной матрицей для данной матрицы A. Из (3) имеем 

93 23 
A A 

Avl= . 
eat) ба 4) 

A A 

Итак, для каждого невырожденного линейного преобразо- 
вания имеется обратное преобразование, которое также 
является линейным; если матрица А данного преобразова- 
ния известна, то матрица 471 обратного преобразования 
(обратная матрица) дается равенством (4). 

84. К числу линейных относится следующее весьма спе- 
циальное преобразование: х’= х; в данном случае образ 
каждого вектора х совпадает с самим вектором x. Такое 
преобразование называется тождественным. Координатное 
представление тождественного преобразования в любом ба- 
зисе имеет вид 

My HX, HX. 

Матрица тождественного преобразования обозначается бук- 
вой E и называется единичной; очевидно, 

10 E=(9 1):
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85. Пусть х’= Ах — любое невырожденное линейное 
преобразование, х = А71х’ — обратное ему. Рассмотрим про- 
изведение этих двух преобразований: имеем А”Ах=х 
(сначала преобразование А переводит вектор х в его образ x’, 
затем обратное преобразование А”! по вектору x’ снова 
дает его прообраз х). Следовательно, произведение данного 
и обратного преобразования есть тождественнов преоб- 

разование. Отсюда 
АА = Е, (5) 

т. е. произведение данной и обратной матрицы есть единич- 
ная матрица. 

Если взять произведение данного и обратного преобра- 
зования в другом порядке, то мы также получим тождест- 
венное преобразование АА”1х” =x’; поэтому наряду с ра- 
венством (5) имеет место аналогичное ему равенство 

АА” = В. (6) 

86. Заметим еще, что единичная матрица играет в тео- 
рии матриц такую же роль, какую в обычной арифметике 
играет единица. Именно, умножение любой данной матрицы 
на единичную не изменяет данной матрицы: 

AE =A, EA = A; (7) 

B справедливости этих равенств легко убедиться, ВЫЧИСЛЯЯ 

AE (или EA) по правилу умножения матриц. 

87. Пример. Дано координатное представление линейного 
преобразования! 

х1 =3x,+2x,, 

ха = 7х1 + Эха» 

найти обратное преобразование. 
Решение. Имеем 

32 

А= (15), 
Det А=1 70. Матрица A не вырождена, следовательно, имеет 
обратную. Согласно (4) находим 

_ 5 —9 
в A =(_7 3) - 

4 Н. В. Ефимов
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Отсюда получаем координатное представление обратного преобра- 
зования! 

&1 = Bx —2х., 

хуи — 7214-Е Зхь. 

8 17. Преобразование координат векторов при переходе 
к новому базису 

88. Выведем формулы, по которым преобразуются коор- 
динаты произвольного вектора плоскости при переходе к но- 
вому базису. 

Пусть €;, е. — первоначально выбранный базис, е,, е. — 
новый базис. Будем считать, что нам известны коэффициенты 

разложений векторов @,, @, па старому базису е;, ег: 

е; = [е; + ле, 1 - (1) 
02 = [зе + ео. 

Матрицу коэффициентов правых частей (1) обозначим 
через L*: 

ia (а =) (2) 
bi loo 

Рассмотрим в данной плоскости произвольный вектор XX; 
координаты №, х, вектора х по старому базису опреде- 
ляются как коэффициенты разложения Хх по этому базису: 

Аналогично, координаты ¥,, №; того же вектора х по новому 
базису даются разложением 

х=же лм. Cy. 
Отсюда 

X01 TP хе = Xy Cy Хх, Cy (3) 

Заменим в правой части равенства (3) векторы @,, е. по фор- 
мулам (1); после приведения подобных членов мы получим 

X04 + X20, = (CAE + liek, ) e+ (loi, ++ 123 ) ео.



$ 17) ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КООРДИНАТ ВЕКТОРОВ 99 

Сравнивая коэффициенты, стоящие в этом равенстве слева и 
справа при одинаковых базисных векторах, найдем 

x; = 1 + ах», \ (4) 

№ = LyX + 152^.. 

Это и есть искомые формулы преобразования координат век- 
торов. Матрицу коэффициентов формул (3) мы обозначим 
буквой L: 

Е = (7 i?) , (5) 

ley les 

Очевидно, Си L* `преобразуются друг в друга транспони- 
рованием (что и выражено обозначением *). 

Учтем, что базисные векторы @,, е, (как ие,, @,) не- 
коллинеарны; отсюда следует, что определитель матрицы L* 
не равен нулю (см. n° 78). Но 

Det L* = Det L, 

Следовательно, 

Det с 520. 

Итак, если новый базис задан формулами (1), то старые ко- 
ординаты любого вектора выражаются через его новые ко- 
ординаты по формулам (4); матрицы коэффициентов формул 
(1) и (4) переходят друг в друга при помощи транспони- 
рования и обе являются невырожденными. 

89. Если х= ОМ, то координаты вектора х совпадают 
с координатами точки М. Поэтому формулы (4) являются 
также формулами преобразования координат точек при пере- 
ходе к новому базису (без перемены начала координат). 

90. Рассмотрим частный случай преобразования коорди- 
нат, когда: 1) старый базис состоит из единичных и пер- 
пендикулярных друг к другу векторов 7, J; 2) новый ба- 

ЗИС $, ] имеет аналогичный вид. В этом случае мы изме- 
ним обозначения коэффициентов формул (1) и напишем эти 
формулы так: _ 

i=lit+my, 

= т,
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соответственно 

1% — т L= ty by 

№ т. /’ m, Me, 

Так как #=1, Р=1, 11 =0. TO 

Gt+m=1, b-+m=1, 1l,+mm, =0. (6) 

Вследствие равенств (6) имеем по правилу умножения матриц: 

и ти by 10 

(1 m) (in m4) 0 1) (7) 

обратно, из (7) следует (6). Равенство (7) допускает крат- 
кую запись: 

L*L=E; (8) 

отсюда 
* = 1-71, (9) 

Матрица Ё, удовлетворяющая условию (8), называется орто- 
гональной. Согласно (9) можно сказать также, что ортого- 
нальная матрица L характеризуется тем, что для нее 
обратная матрица совпадает с транспонированной. 

На основании изложенного в этом пункте заключаем: при 

переходе от базиса й / к аналогичному базису i, 7 полу- 
чаются формулы преобразования координат, матрица кото- 
рых является ортогональной. Заметим еще, что из (8) сле- 
дует числовое равенство: 

Det L*.DetL =1, 

откуда (Det [.)? =1. Следовательно, 

Det L= + 1, (10) 

т. е. определитель ортогональной матрицы может быть равен 
только --1 или —1. _ 

В первом случае базисы Zé, Уи Л ориентированы оди- 
наково, во втором — различно (см. п” 78, формула (4), а 
также § 1). 

91. Вернемся к общему случаю преобразования координат. 
Если сравнить формулы (4) с формулами (3) § 12, то 

легко усмотреть их полную алгебранческую аналогию. Между 
тем геометрическое содержание этих формул разное,
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Действительно, в то время как формулы (3) $ 12 выра- 
жают координаты образа х’ через координаты прообраза х 
(в одном и том же базисе), формулы (4) выражают старые 
координаты вектора х через новые координаты того же са- 
мого вектора Хх (при изменении базиса). 

Представляется целесообразным установить единые пра- 
вила краткой записи такого рода формул, не считаясь с их 
геометрическим смыслом. С этой целью рассмотрим любые 
соотношения вида 

У1 = 811%, + 612%, 

Yo = 61%: + 8.2Х., 
(11) 

полагая, что матрица их коэффициентов задана. 

В = (vu By. ) 

boy by» 

Формулы (11) можно заменить одним символическим ра- 
венством 

и) : (os из) (=) 12 

понимая его правую часть как произведение квадратной мат- 
рицы В на матрицу, состоящую из одного столбца; само та- 
кое произведение (левая часть равенства (12)) также есть 
матрица, состоящая из одного столбца. Равенство (12) рас- 
шифровывается так: чтобы получить y,, нужно первую строчку 
матрицы В умножить на столбец из пары чисел X,, Х.; чтобы 
получить Yo, нужно умножить на этот столбец вторую 
строчку матрицы В (см. формулы (11)). Условимся теперь 
пару чисел x,, х. обозначать одной буквой X, а пару чи- 
сел у;, у. одной буквой У. После этого равенство (12) при- 
нимает совсем компактный вид: 

Y = BX. (13) 

Можно сказать, что пара чисел У получается путем умно- 
жения матрицы В на пару чисел Х (или пары чисел X на 
матрицу 8), Допустим, что пара чисел У в свою очередь 
умножается на матрицу A и дает новую пару чисел Х’; 

А = АУ,
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Тогда 

Х’ = АВХ, 

т. е. ХА” можно получить непосредственно, умножая произ- 
ведение матриц AB на Х. Чтобы убедиться в этом, доста- 
точно вернуться к произведению линейных преобразований; 
то, что мы сейчас рассматривали, совершенно не отличается 
от произведения линейных преобразований, заданных коор- 
динатными представлениями (см. формулы (2), (3), (4) в n° 67). 

Применяя введенную символику, мы запишем формулы (4) 
так: 

X=LX, (14) 

где X—napa старых координат вектора, Х— пара ero но- 
вых координат. Отсюда 

X= L71X; (15) 

это значит, что пара новых координат вектора получается 
из пары его старых координат умножением на матрицу Ё”1. 
В частном случае, когда 2 — ортогональная матрица, имеем 

X=LX, ХХ. (16) 

Полезно сравнить формулы (16) с формулами (3) и (6) § 1. 

$ 18. Изменение матрицы линейного преобразования 
на плоскости при переходе к новому базису 

92. Координатное представление данного линейново пре- 
образования векторов и матрица этого преобразования зави- 
сят от выбора базиса. Мы установим сейчас закон изменения 
матрицы линейного преобразования, если выбранный базис за- 
меняется другим. 

93. Пусть дано линейное преобразование векторов на 
плоскости: х’= Ах; пусть 

Hy = 4111 + Ap %y, A= a 0) (1) 

Hq = Ay % 42%, Toy Fo9 

— координатное представление и матрица этого преобразо- 
вания в базисе е,, @,. Перейдем к новому базису е,;, е„. Тогда
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координаты всех векторов преобразуются по формулам: 

Hy = дах, + Азхь, 

Ko = им 

L= (i г) . 

by boo 

Обозначим через X пару старых координат вектора х, через 

Х — пару новых координат этого же вектора: Х={х,; Xp}, 

X ={%,; х,}. Аналогично, через Х”’и Х’ обозначим пару 
старых и пару новых координат вектора х’(Х” = {хи; x3}, 
~ , - у = 

X' = {x,; х.). 
Считая, что формулы (2) относятся к координатам век- 

тора х, запишем их кратко: 

X = LX. 

(2) 

с матрицей 

Но по тем же формулам изменяются координаты вектора x’, 
поэтому 

Координатное представление (1) данного преобразования 
в базисе @,, е› может быть записано в аналогичном виде 

Х’= АХ. 

Из последних трех равенств получаем 

LX’ =ALX. 

Здесь слева и справа записана некоторая пара чисел. Умно- 
жим ее на матрицу С”: 

LOLX' =L™ALX, (3) 

Tax как L~1L=£ (единичная матрица), то умножение на 
L-1L не изменяет пары чисел. Следовательно, равенство (3) 
может быть переписано так: 

X’ =LALX, (4) 

Это равенство выражает пару новых координат вектора х’ 
через пару новых координат вектора х; значит, равенство (4)
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есть координатное представление данного линейного преоб- 
разования Х’= Ах в новом базисе. Если мы обозначим ма- 
трицу данного линейного преобразования в новом базисе 

через А, то из (4) получим 

А=Е-1А[. (5) 

Итак, если мы переходим к новому базису 

е, = ле, +1465, 

е = (зе, + byes, 

то матрица А любого линейного преобразования векторов 

плоскости заменяется матрицей А, которая выражается 
равенством (5); в этом равенстве 

= (11 |2). 
ley fog 

Укажем одно важное следствие формулы (5). Именно, по 
теореме об определителе произведения матриц имеем 

Det Д = Det L-!-DetA-Det L = 

= Det A-Det L~!-Det д. 

Ho [—1[ =; следовательно, 

Det 271 Ое{ 2 =Реё Е = 1. 
Таким образом, _ 

Det A = Det A, 

т. е. определитель матрицы линейного преобразования не 
зависит от выбора базиса. По существу, это обстоятель- 
ство уже было установлено в п” 79, где показано, что оп- 
ределитель преобразования есть коэффициент изменения пло- 
щадей. Поскольку площадь фигуры не зависит от выбора 
координат, то и рассматриваемый определитель не может за- 
висеть от этого выбора. 

Пример. Дано координатное представление некоторого ли- 
нейвного преобразования в базисе ет, ез: 

‘ 

x, — Xt 2хо, 

‘ 

Хх. = 3х, + 1х.
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Найти координатное представление того же преобразования в ба- 
зисе е, е,, где 

ey — | le,+ Те, 

€, = 3e, + 2¢,. 
Решение. Имеем: 

‚(1 =) 
Так как DetL=1 20, то существует 

1 ( 1) 

“VU? Ws? 

— 133 — 38 
= [,^1 = . 
тд! ( 496 в) 

Таким образом, данное липейное преобразование в иовом базисе 
имеег координатное представление: 

= — 133x,—38x, 

„ = 496х, + 138%. 

По формуле (5) 

$ 19. Матричная запись системы двух линейных уразнений 

94. Изложениые в предыдущих параграфах матричные 
операции удобно применять к решению систем линейных 
уравнений. 

Пусть дана система уравнений 

Ay XT 22%, = Ay, 

@31%1 + Ay2X_ = hy. 

Составим матрицу из коэффициентов при неизвестных: 

а. а 11 @12 ие 28) 
Gor 2oo 

Согласно n° 91 мы можем систему (1) записать в следую- 

щем виде: 

@11 @1 \ [Х1 hy (=). (2) 
Qo, @25/ \*Xe 2 

Обозначим пару неизвестных одной буквой X, а пару чи- 
сел f,, й, — одной буквой Н (X={x,; х,} Н={1; №}). 

(1)
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Тогда система (1) запишется в компактном виде: 

AX =H. (3) 

Соотношение (8) называется матричной записью данной си- 
стемы. 

Если Det A=s40, то матрица А имеет обратную; в этом 
случае 

Х = АН. (4) 

Формула (4) выражает пару неизвестных через данные ве- 
личины. Эту формулу называют матричной записью реше- 
ния. Чтобы вычислить решение по формуле (4), нужно: 
1) составить матрицу A! (см. п” 83), 2) умножить квад- 
ратную матрицу А”1 на матрицу Н, состоящую из одного 
столбца (см. п” 91). 

95. Матричная запись ‘решения имеет практическое зна- 
чение в тех задачах, где приходится многократно решать 
систему при одних и тех же коэффициентах в левых частях, 
но с различными заданиями правых частей. В таких задачах 
достаточно один раз затратить труд на составление обрат- 
ной матрицы, чтобы затем уже по готовым формулам нахо- 
дить неизвестные в зависимости от правых частей системы. 
Особое значение этот метод получает в задачах, сводящихся 
к линейным системам с большим числом неизвестных. 

96. Пример. Дана система 

5х1 3X2 =, 
BX, + 2х. = На. 

Найти выражение неизвестных х1, хз через fy, Ио, 
Решение. Имеем 

A= 5 2) 

= (2 

Det А=]1 20. Матрица А является невырожденной, следовательно, 
имеет обратную. Согласно n° 83 находим 

2 —3 Ш 
A (<3 5)! 

Xo —3 5 hs , 

X y= 21, — dhe, 

y= — 3h, + 5h. 

отсюда 

или
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§ 20. Линейное преобразование в пространстве 
и квадратные матрицы третьего порядка 

В этом параграфе кратко излагаются основные сведения 
о линейных преобразованиях в пространстве. Пункты этого 
параграфа даются с подзаголовками. По ним будет легко 
установить аналогичные вопросы о линейных преобразованиях 
на плоскости, которые излагались нами с достаточной по- 
дробностью. 

97. Понятие линейного преобразования 
в пространстве. Координатное представле- 
ние. Отметим в пространстве какую-нибудь точку О; всякий 
вектор х будем считать приложенным к точке О и рассма- 

тривать как радиус-вектор некоторой точки М: х = OM. Го- 
ворят, что в пространстве задано преобразование точек, 
если указано правило, согласно которому с любой точкой 
М сопоставлена некоторая точка M’ (иначе говоря, М nepe- 
мещена в MM’), Далее всегда предполагается, что точка О 
остается на месте. Одновременно с преобразованием точек 
устанавливается преобразование векторов, при котором про- 

H3BOAbHBIA вектор х = ОМ переводится в вектор x’ = ОМ”. 
Вектор х’ мы назовем образом вектора х и будем писать: 
x’ =Ax. 

Преобразование хХ’= Ах называется линейным, если 
1) A(Ax)=AAx, где хр— любой вектор пространства, 
^, — любое число; 2) А(х-+у)=Ах-Р Ау, где x, у—лю- 
бые два вектора. 

Выберем в пространстве базис @), @,, ез (в качестве @, 
е., ез разрешается взять любые векторы, лишь бы они были 
некомпланарны). Тогда каждый вектор х можно разложить 
по выбранному базису: 

х=де, + х.е. + хьё.. 

Коэффициенты этого разложения назовем координатами ве- 
ктора x и будем писать: х={х,; х.; хз}. Эти же коэф- 
фициенты будем называть координатами точки М, если 

х =ОМ (тем самым точка О принята в качестве начала ко- 
ординат). 

Рассмотрим какое-нибудь линейное преобразование x’ = Ах. 
Предположим, что нам даны образы базисных векторов
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е, = Ae, €, =Ae,, е. = Aes, т. е. известны их разложения 
по базису @, 2, ез: 

е; = Ae, = 210; + 29102 + @з1ез, 
е, = Ае, = алое, + ве, + азоез, (1) 

Oy = Als = а1зе; + а. зе, | @ззез. | 

Легко показать, что задание формул (1) определяет линей- 
ное преобразование х’= Ах. Пусть х={х.; x,; хз} — про- 
извольный вектор, Х”’-={х1; Хз; Хз}—его образ (koopan- 
наты этих векторов относятся к базису @,, @,, ез). Мы имеем 

x! = хе, + хе. + хзез =Ах=А(же, + хе. + хе) = 

= A (* 1) + А (хоез) + А (хзез) = 

= хе + X02 + Хз. 

Следовательно, 

x’ = хе, + хе. + 50g = хе! + хое, + Ke. (2) 

Заменим в правой части равенства (2) векторы е\1, €4, е. их 
разложениями (1) и сгруппируем подобные члены; мы получим: 

Х’ = Хе, + хе, + хе. = 

<=: (@ 1%: + 212%. + @1зХ3) eC; -- 

-Е (221%, Е ах» + ах) Cy + 
t+ (@1Х1 + @зоХ о + @ззхз) eg. 

Отсюда, сравнивая коэффициенты при одинаковых базисных 
векторах, найдем 

Hy = 411%, AyQX_ + @1зХз, 
№. = Ba Xy а.о + @03%3, (3) 

Хз = AgyXy-b 1х 1 AygXq. 

Формулы (3) позволяют по любому вектору х = {x,; о; хз} 
определить его образ х’ ={%1; хз; ^:}; коэффициенты этих 
формул даны, если даны формулы (1). Тем самым показано, 
что формулы (1) действитель «uv определяют лияейное преоб- 
разование х’= Ах, которое переводит базисные векторы
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€,, е., е; в векторы е\, е., е.. Иначе говоря, если мы знаем 
образы базисных векторов при некотором линейном пре- 
образовании, то знаем образы всех векторов. Равенства 
(3) линейно выражают координаты вектора х’-=Ах через 
координаты вектора ¥; мы будем их называть координат- 
ным представлением данного линейного преобразования 
x’ =Ax в данном базисе. 

Таблицу коэффициентов правых частей (3) обозначим бук- 
вой A и назовем матрицей данного преобразования в данном 
базисе: 

21, 22 @13 
A =| 221 222 2o3 |; (4) 

@31 Ago @3з 

числа 411, ..., @3з называют элементами данной матрицы. 
Матрицы вида (4) имеют три строчки и три столбца; такие 
матрицы называются квадратными матрицами третьего порядка. 

Матрица коэффициентов формул (1) получается транспо- 
нированием матрицы А, т. е. перестановкой элементов, сим- 
метричных относительно главной диагонали. Результат транс- 
понирования данной матрицы мы будем обозначать звездочкой. 
Соответственно этому матрица коэффициентов формул (1) 
запишется так: 

@11 %,, @31 
А* =| Gy Gog @з, |. (5) 

419 @23 @зз 

Укажем еще, что любые формулы вида (3) (т. е. с любыми 
коэффициентами) дают координатное представление неко- 
торого линейного преобразования. Это утверждение дока- 
зывается в полной аналогии с тем, как было доказано соот- 
ветствующее утверждение о линейных преобразованиях на 
плоскости (см. n° 63), и останавливаться на его доказатель- 
стве мы не будем. 

Пример. Пусть а— какая-нибудь плоскость, проходящая 

через точку О. Сопоставим с произвольным вектором х = ОМ 

вектор Х’=Ах=0ОМ’ при следующих условиях: если P—ocuo- 
вание перпендикуляра, опущенного из М на a@, то М’ лежит на 
луче РМ, причем ‘отношение РМ’к РМ равно заранее данному 
положительному числу Rk Доказать, что рассматриваемое преоб- 
разование х’= Ах является линейным. :
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Решение. Возьмем базис, состоящий из единичных и по- 
парно перпендикулярных векторов Jf, f, @; векторы 1, J располо- 
жим в плоскости %. Тогда, если х={х\; ха; хз}, x! == {x'; х; x}, 1? “9? “3 
TO 

X= My x, =х., x5 = RX. (6) 

Полученные формулы имеют вид (3) и, следовательно, являются 
координатным представлением линейного преобразования. В дан- 
ном случае 

100 
a~(0 ! 0), (7) 

00k 

Линейное преобразование (6) называется сжатием к плоскости @ 
(содержащей первые две координатные оси); число К называется 
коэффициентом сжатия, матрица (7) называется матрицей сжа- 
тия (к той же плоскости). 

98. Произведение линейных преобразова- 
ний в пространстве. Произведение квадрат- 
ных матриц третьего порядка. Пусть даны две 
матрицы: 

@11 @12 @13 Bi, 612 61з 

А=| 2%, @ю @ |, В=| 61 522 a |. 

@31 239 @33 bs; Оза Ogg 

Возьмем какой-нибудь базис @,, е›, @g и рассмотрим линей- 
ные преобразования Ах и Вх, которые в этом базисе имеют 
данные матрицы А и В. 

Пусть x ={%,; ху хз} — произвольный вектор. Преобра- 
зование с матрицей В переводит его в некоторый вектор 
у= Вх == {у1; Yo; Уз}; полученный вектор другим данным 
преобразованием будет переведен в вектор х’=Ау = 
—={х1; хз; хз}. В результате с каждым вектором х сопоставлен 
вектор х’, т. е. установлено определенное преобразование 
векторов. Это преобразование обозначается АВх и называ- 
ется произведением двух данных преобразований: 

АВх = А(Вх). 

Проводя выкладки аналогично тому, как делалось в 6 3, 
можно показать, что произведение двух линейных преобра- 
зований есть также линейное преобразование, и найти его 
матрицу.
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Матрица преобразования АВх называется произведением 
матриц А, В и обозначается символом АВ. Произведение 
АВ может быть непосредственно найдено по данным матри- 
цам Аи В, согласно следующему правилу: 

ан :-Ра1 в +ааа6 а: абв лава cubiet endear (8) 

AB = (оо авы бабе ба 10:2" лаб: а1баз-Раз2 биз -На, зб 

AO На ззб а + Ogg0g¢ аб, Разз без аззбз2 аб, з-Назьб,в-Назабзз 

Чтобы пояснить правило умножения матриц, выраженное ра- 
венством (8), рассмотрим элемент произведения, занимающий 
место в I-A строке и в Ё-м столбце; этот элемент согласно 
(8) записывается так: анб»--@,26, | @ 363». Здесь участ- 
вуют элементы @;\, Ajo, 2,3, составляющие {-ю строку ма- 
трицы A, и элементы 6,,, 6.,, бз;, составляющие Ё-Й стол- 
бец матрицы В. Сама сумма аи, Наб, + а з6з, назы- 
вается произведением 1-й строки матрицы А на Е-й стол- 
бец матрицы В. Таким образом, чтобы получить элемент 
произведения АВ, занимающий место в 1-й строке и в Ё-м 
столбце (1=1, 2, 3, R=1, 2, 3), нужно помножить 1-ю 
строку матрицы А на Е-Йй столбец матрицы В. 

Свойства произведений матриц третьего порядка анало- 
гичны свойствам произведений матриц второго порядка; мы 
не будем задерживаться на их изложении. Точно так же, 
в полной аналогии с матрицами второго порядка, определяется 
умножение матрицы третьего порядка на число и сумма та- 
ких матриц. 

Пример. Пусть Ax есть сжатие к плоскости Охохз с коэф. 
фициентом А, Вх —сжатие к плоскости Ox,x, с коэффициентом Ro, 
Сх— сжатие к плоскости Ох х. с коэффициентом №. (см. пример 
в n° 97). Матрицы этих преобразований соответственно будуг: 

k, 0 1 0 100 

(0 10}, (0 k, 0}, с- (о 10 ) 

0 01/7 00 1/ 00k, 

Перемножая A, В, С, получим 

k, 0 0 

0 0 &k, 

Матрица такого вида называется диагональной. Таким образом, 
диагональная матрица третьего порядка отвечает произведению 
трех сжатий к координатным плоскостям.
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99. Теорема об определителе произведе- 
ния двух матриц. Для матриц третьего порядка, как и 
для матриц второго порядка, справедливо равенство: 

Det AB = Det A: Det В. (9) 

Более того, это равенство естественным образом обобщается 
на матрицы любого порядка. Доказательство равенства (9) 
можно провести в общих чертах так же, как делалось в 6 14, 
но, конечно, с осложнением выкладок. 

100. Геометрический смысл определителя 
линейного преобразования в пространстве. 
Вырожденные преобразования в пространст- 
ве. Прежде всего мы найдем выражение смешанного произ- 
ведения трех векторов Хх, у, 2, заданных своими разложе- 
ниями по произвольному базису @,, eo, eg: 

Х = №16, + хе, + X sg, 
у= иле, + узе» + Yses, (10) 
Z =21е, + 2ое. + 2.6. 

Перемножим сначала Х и у векторно: 

[xy] = (%24s — ХУ) [езез] + 

+ (% 541 — Хз) [ее] + (Ху — оу 1) [е1е›]. (11) 

Теперь умножим скалярно обе части равенства (11) на обе 
части последнего равенства (10); мы получим 

(HZ) = {(% 24g — Хзуз) 21 + (Хзу1 — Хз) 24 
(2192 — 241) 23} (е1езез), (12) 

где ху2 — смешанное произведение векторов X, у, 2; еее, — 
смешанное произведение базисных векторов. Предположим 
для определенности, что тройка векторов @,, е., ез — правая 
и что векторное произведение ориентировано по правилу 
правой руки. Тогда смешанное произведение еее, есть по- 
ложительная величина, равназ: объему параллелепипеда, по- 
строенного на векторах @,, :.. @g; обозначим этот объем че- 
рез V,. Имеем: еее, = Vo. 

Смешанное произведение уф равно объему параллеле- 
пипеда, построенного на BEKTL; зх X, у, 2, взятому со знаком 
плюс, если тройка x, у, 2 правая, и со знаком минус, если 
эта тройка левая. Условимс: смешанное произведение ху2 
называть ориентированным объемом параллелепипеда, пост-
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роенного на векторах х, у, 2, и обозначать буквой т; 
имеем: ху2=т. Заметим, наконец, что в фигурных скобках 
равенства (12) записан в развернутом виде определитель, 
составленный из координат данных векторов Хх, у, 2. .Учтя 
все сказанное, получаем формулу: 

“1 91 21 
T=(X_ Yo 25| Vo. (13) 

Хз Из 23 

Рассмотрим какое-нибудь линейное преобразование простран- 
ства Х’= Ах. Пусть x’, у’, #’— образы векторов x, у, 2 
в данном преобразовании, т’ — ориентированный объем парал- 
лелепипеда, построенного на векторах x’, у’, =’. Тогда ана- 
логично (13) будет иметь место равенство: 

XM И: % 

щих у, (14) 
Хз Уз 23 

Здесь определитель составлен по координатам векторов х’, 
у’, 2’. Далее, если матрица преобразования обозначена стан- 
дартным образом (как в равенстве (4)), то 

Hy = 411%: -Е 412%. + 413%, 

Ky = Ay X + ах, + oaks, 
Хз = Agi Xy | Ag2X e+ AggXq, 

Yy = 41191 + 21040 + @1зУз, 

Yo = Boy + @зоу + Goa Ys, 

Уз = 05441 + @зоИо + @ззИз, 

21 = 04124 + @122. + A452, 

25 = g124 + Aga2o + аз2., 

23 = @з121 + AgoZ + @зз2.. 

Согласно правилу умножения матриц мы ‘можем все эти де- 
вять равенств записать в виде одного матричного равенства: 

X,Y, 21 @11 @12 @13\ /Х! И\ 21 

Хз Yo 22 |=| 221 Foo @5з || Xa Yo 20 
Хз Yg 23 @31 @32 @зз/ \Xa Ya 23
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Отсюда по теореме об определителе произведения матриц 
находим: 

ми 2 “1 Uy 21 

№ Ya %|=Det А] лх, у, 2. |. 

Хз Уз 2 Хз Уз 23 

Умножим обе части этого равенства Ha V,; тогда в силу (13) 
и (14) получится соотношение, которое и .было нашей целью: 

т’ =t-Det A. (15) 

На основании соотношения (15) заключаем: при линейном 
преобразовании пространства все параллелепипеды дефор- 
мируются так, что их ориентированные объемы изменя- 
ются пропорционально; общим коэффициентом изменения 
объемов является определитель преобразования. Из фор- 
мулы (15) видно также следующее: если DetA>O0, то 
тройка векторов х, у, 2 и тройка их образов ориентированы 
одинаково (т ит’ имеют один и тот же знак); если Рё А < 0, 
то тройки х, у, 2 их’, у’, г’ ориентированы различно. 

Рассмотрим теперь линейное преобразование Хх’= Ах при 
условии Ое{ А =0. В этом случае формула (15) дает т’=0 
при любом значении т. Следовательно, данное преобразова- 
ние любую тройку векторов х, у, = переводит в три ком- 
планарных вектора @,, е., ез. В частности, будут компла- 
нарны образы €;, е., е; базисных векторов @,, е›, ез. Обозна- 
чим через а’ плоскость, проходящую через точку О, на 
которой лежат векторы @}, @;, ез. Вернемся к формуле (2), 
согласно которой образ х’= Ах любого вектора х = 
= {13 Хз; Хз} может быть выражен в виде 

х’=же, + хе, + X93. 

Отсюда заключаем: если Ое{ А =0, то образы всех векторов 
пространства располагаются на одной плоскости a’. Можно 
сказать также, что образы всех точек пространства лежат 
на одной плоскости, т. е. все пространство отображается 
в некоторую плоскость. Такое линейное преобразование про- 
странства называется вырожденным. Согласно изложенному, 
вырожденное линейнов преобразование характеризуется 
условием: DetA=0. При этом же условии называется вы- 
рожденной и матрииа А.



§ 20] ЛИНЕЙНОЕ MPROBPASOBAHHE В ПРОСТРАНСТВЕ 115 

Пример. Линейное преобразование 

X= Xt 2х. 345, 

X= 3xy + 2x_ + Kg, 

X= 4x, fA + 4x, 

является вырожденным, так как образы всех точек пространства 
, / , 

лежат на плоскости X,-++-x,—%x,=0. Вместе с тем 

123 
Det А =|32 11| =0. 

444 

101. Обращение линейного преобразования 
в пространстве. Рассмотрим в пространстве линейное 
преобразование х’= Ах; здесь х’— образ вектора х, век- 
тор х— прообраз вектора х’. Преобразование, которое 
с произвольным вектором x’ сопоставляет его прообраз х 
в данном преобразовании, называется обратным данному и 
обозначается х = А”'х’. Займемся задачей: по данному ли- 
нейному преобразованию найти обратное ему. 

Предположим, что данное преобразование х’= Ах яв- 
ляется вырожденным; тогда образы всех векторов простран- 
ства лежат на одной плоскости а’. Если мы возьмем вектор xX’, 
пе лежащий на этой плоскости, то для него нет прообраза. 
Поэтому для вырожденного преобразования нет обратного. 

Пусть теперь х’= Ах— невырожденное линейное преоб- 
разование, 

Hy = Ay Xy | @1,Хь + а1зХз, 

х = ах, Нах, + @озХз, (16) 
Хз = @31^1 + @з›. + 295 

— его координатное представление в некотором базисе @,, 

е., C3, , 

Qi; 242 @13 

А=| 4»: Qo. а». 

@з1 230 @зз 

— матрица данного преобразования. Так как преобразование 
He вырождено, то A=DetA=£0. Чтобы получить преобра- 
зование, обратное данному, нужно выразить координаты про 
образа {x,; x,; x3} через координаты образа {x13 №; X's},
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т. е. решить систему (16) относительно x, х., Хз, считая 
X1, %,, %, известными. Поскольку A540, мы находим (см. 
Курс, Приложение, § 5) 

‘ a a 

*, 9 @13 411%, Gig @1: 19%, 
4 , é 

Х› Faq Ing @з1Х. Gog @21 Gag Х, 
/ ‘ / 

х. аза а аз: X, а Gs, Ago Х 3 @32 233 31 Хз @33 31 432 Х; 
>= A ‚ = A » Хз = A ° (17) 

Будем обозначать через A;, алгебраическое дополнение эле- 
мента Q@;, определителя матрицы A. Рассмотрим первый из 
написанных выше определителей. Разлагая этот определи- 
тель по элементам первого столбца, получим 

X 219 @ 13 

Х› Zoo @оз 

Хз Ago Ag 

= А. + Agi %2 + Ал. (18) 

В самом деле, x, х, <3 занимают места элементов 2), Qo,, 
G5, определителя матрицы A, поэтому в разложении опреде- 
лителя (18) по элементам первого столбца числа x1, ©, х. 
должны помножаться на алгебраические дополнения A,,, A,,, 
Аз1. Производя аналогичные разложения двух других опре- 
делителей в формулах (17), приведем эти формулы к сле- 
дующему виду: 

А , A , A . 
#1 = та XH + + Xo + ти №3, 

А td A 1) Ра А a 

Ky = x -- та x, + 7 Xs , (19) 

A , A A | хз = ro x, + 78 x, + 23 х.. ] 

Мы получили координатное представление преобразования 
х =А 1х’, обратного данному линейному преобразованию 
х’=Алх (в том же базисе @,, @g, ез). Так как выражения 
(19) имеют линейный вид, заключаем, что обратное преобра- 
зование также является линейным. Матрицу преобразова- 
ния x=A 1x’ обозначают через А и называют обратной
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матрицей для данной матрицы А. Из (19) находим: 

Ay Aga Аз 
А Л A 

- A А. А 1 — 12 122 “aa AU* = А А А . (20) 

Ais Аз Aas 
A A A 

В пространстве, как и на плоскости, рассматривается тож- 
дественное преобразование, которое в любом базисе дается 
формулами: х; =%,, Хх, =Х., Хз =Х.. Матрица тождествен- 
ного преобразования обозначается буквой Е и называется 
единичной: 

100 

Е= 010]. 

00 1, 

Имеют место равенства: 

А 1А=Е, АА=Е. (21) 

Кроме того, для любой матрицы A 

АЕ-= А, EA=A. (22) 

Чтобы доказать равенства (21), (22), достаточно повторить 
соображения, приведенные в n° 85 и 86. 

102. Преобразование координат векторов 
пространства при переходе к новому базису. 
Пусть базис @,, е›, @g заменяется новым базисом: 

a= £1101 + 5165 + fais, 

е; = Де, + 1565 + los, (23) 

Cs = Дзе, + 5зе% + /з6з. 

Матрицу коэффициентов этих разложений мы будем считать 
известной и обозначим через L*, Так как векторы, состав- 
ляющие базис (как старый, так и новый), не компланарны, 
то Det L* 520. (Это следует из того, что объем параллеле- 

пипеда, построенного на векторах @€,, е., ез, отличен OT 
нуля, см. формулу (13) в n° 100.)
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Рассмотрим произвольный вектор Хх с координатами xy, 
Xo, Хз B базисее,е„, ез; этот же вектор x в новом базисе 

€,, е›, ез будет иметь другие координаты x1, Xo, хз. Связь 
между старыми и новыми координатами вектора х дается 
формулами: 

y= ty 1% + lags + ах, 

Ха = 5151 Е 1% + 3, (24) 

Хз = Аа - (32а + (33%. 

Формулы: (24) аналогичны формулам (4) n° 88 и доказыва- 
ются вполне аналогичным образом. Матрицу коэффициентов 
формул (24) мы обозначим через L (и L* переводятся 
друг в друга транспонированием). Будем употреблять умно- 
жение квадратной матрицы третьего порядка на матрицу из 
одного столбца (составленного тремя числами); эта операция 
определяется в полной аналогии с тем, что делалось в п° 91. 
Тогда три равенства (24) заменятся одним матричным ра- 
венством: 

xy Ay fia Из x, ` 

Ха |=| 1 fag fas || x, |. 
Хз 151 452 №3 Xs 

Условимся тройку чисел {*1, Xo, хз} обозначать одной бук- 

вой Х, а тройку чисел {x,, x, хз} — одной буквой Х. Пос- 
ле этого равенства` (24) получат следующий вид: 

Х=иХ, (25) 

Обратные формулы (выражающие новые координаты вектора 
через его старые координаты) сведутся к матричному равен- 
ству 

X= L1Xx, (26) 

Матрица С” существует, так как Det L=Det L* 520. 
103. Преобразование прямоугольных коор- 

динат. Ортогональная матрица третьего по- 
рядка. Рассмотрим частный случай преобразования коор- 
динат, когда: 1) старый базис состоит из единичных и 
перпендикулярных друг к другу векторов #, Л Е; 2) новый
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базис { J & имеет аналогичный вид. В этом случае мы из- 
меним обозначения коэффициентов формул (23) и напишем 
эти формулы так: 

= ИТУ ИА, 

R= lst + mgJ + ns; 
COOTBETCTBCHHO 

L* =| 1, mg п. |, L=| т my mg |. 

А, тз Ng N, Ng Nz 

Так как P=1, f?=1, 2 =1, i j=0,tk=0,f k=0, TO 

тт =1, 444+ mym,+nyn, = 0, 
ат т =1, Л тт + пп: =0, - (27) 

п-т п =1, lglg + тот. + поп: == 0. 

Вследствие этих равенств имеем 

L*L=E; (28) 

обратно, из формулы (28) следует (27). Матрица L, удов- 

летворяющая условию (28), называется ортогональной. Из 
(28) следует также, что 

[* = т, (29) 

т.е. Оля ортогональной матрицы обратная матрица сов- 
падает с транспонированной. На основании изложенного 
заключаем: при переходе от базиса #, J, Е к аналогичному 

базису 2, Л, Ё получаются формулы преобразования коорди- 
нат с ортогональной матрицей. В этом случае формулы пря- 
мого и обратного преобразования координат имеют матричную 
запись: 

X=LX, X= L*X (30) 

(см. формулы (25), (26) n° 102 и формулу (29)). Формулы 
(30) полезно сравнить с формулами (7) и (9) 6 6. 

Заметим еще, что вследствие (28) 

Det L*-DetL= [;
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но Det L* =DetZ. Следовательно, (Det L)?=1 и 

DetL= +1. 

Таким образом, определитель ортогональной матрицы может 
быть равен только +1 или —1. В первом случае базисы 

i, j, Ви i, ЛЕ ориентированы одинаково, во втором — 
различно (см. формулу (13) n° 100, а также § 6). 

104. Изменение матрицы линейного преоб- 
разования в пространстве при переходе к но- 
вому базису. Пусть в пространстве дано линейное пре- 
образование х’= Ах. Если выбран некоторый базис @,, ео, 
е., то данное линейное преобразование получит определен- 
ное координатное представление с определенной матрицей А. 
Предположим, что базис @,, ез, ез заменяется новым базисом 
€,, е., ез по формулам (23) п” 102. Тогда то же самое ли- 
нейное преобразование в новом базисе будет иметь другое 

координатное представление с другой матрицей A. При этом 

A=L-*AL. (31) 

Вывод формулы (31) производится точно так же, как вывод 
аналогичной формулы для линейных преобразований на пло- 
скости (см. 5 18), и воспроизводить его мы не будем. 

Отметим, что из матричной формулы (31) следует чис- 
ловое равенство: 

Det A = Det A, 

т е. определитель матрицы линейного преобразования не 
зависит от выбора базиса. По существу, этот факт уже 
усгановлен в n° 100, где показано, что определитель линей- 
ного преобразования выражает отношение объемов; поскольку 
объемы тел не зависят от выбора координат, то и рассмат- 
риваемый определитель не может зависеть от этого выбора. 

Пример. Дано координатное представление линейного преоб- 
разования в базисе е,, @o, ey: 

‚ = Xy + Ао, 

x,=%, + Xz, 

= Xo + “9:
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Найти координатное представление этого преобразования в базисе 

е. =е, + 2е. {-ез, 

y= 2e, + ез | Зе, 

ез=е: teat ey. 

Решение. Имеем 

110 121 
(1 0 ‘), L=(2 | '). 

01 1 1 3 1 

Применяя формулу (20) к матрице L, найдем 

—2 | | 

и ( 1 0 ') 
5 —1 —3 

Отстода 

—2 1 IY sl 1 O —1 —} 2 

ian (1 0 ')( 0 ')- (= 0 '} 

5 —1 —3/ \0 I 1 4 2 —4 

далее, 

—! —l 2 sl 2 1 —1 3 

tate ( =I 0 1)(2 1 ')=( 0 I ) 

4 2 —4/М 3 1 4 —2 2 

Следовательно, в новом базисе данное линейное преобразование 
представляется формулами 

105. Матричная запись системы трех линей- 
ных уравнений. В заключение параграфа дадим прило- 
жение матричных методов к системам трех линейных урав- 
нений с тремя неизвестными. То, что мы сейчас будем делать, 
аналогично изложенному в § 19. 

Пусть дана система уравнений: 

а11Х1 -- а15а + @13: = hh, 

Oy, X1 + AyoXg + @ззХз = he, (32) 

аз. Х + AyoXy + аззх. = Ag.
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Составим матрицу 

@11 412 233 

А=| Gy, 4.2 43; 

@31 gg Jo 

и заменим уравнения (32) одним матричным равенством: 

411 G3 218\ /Х, [hy 

аз: Ang а: || 5 |=| № 

@31 2gq @зв/ \Хз hy 

Обозначим тройку неизвестных одной буквой X, а тройку 
чисел fy, hy, №з— буквой Н. Тогда предыдущее соотноше- 
ние примет такой вид: 

АХ=Н. (33) 

Равенство (33) называется матричной записью данной cu- 
стемы. 

Если DetA=40, то матрица А имеет обратную; в этом 
случае 

X=A71H. (34) 

Формула (34) выражает тройку неизвестных через данные 

величины. Эту формулу называют матричной записью реше- 
ния. 

Пример. Дана система 

yf 2g + хз =, 

24 хз-Нз=Аь, 

xy 3xq - хз = Ay. 

Выразить неизвестные xy, х., хз через Ay, he, Ag. 
Решение. Имеем 

121 

a=(2 ] у 

131 

Det А =! 220. Матрица A является невырожденной, следовательно, 
имеет обратную. Согласно n° 101 находим: 

у—2 | | 

47| —1 0 у 
5 —1 —3
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Х1 —2 | | hy 

()=( = 0 (+). 

Хз 5 — 1 — 3 hg 

x, — 2-й, -- И, 

#2 = —hy, +Azg, 

Xg = Shy —hyg — dhtg. 

Отсюда 

ИЛИ 

$ 21. Собственные векторы линейного преобразования 

106. Пусть дано линейное преобразование х’= Ах. 
Вектор х (не равный нулю) называется собственным векто- 
ром данного линейного преобразования, если для этого век- 
тора 

Ах=Ах, (1) 

где А — некоторое число; число А называется собственным 
числом вектора Х. Согласно высказанному определению соб- 
ственный вектор хХ характеризуется тем, что при данном 
преобразовании переходит в коллинеарный ему вектор х’; 
собственное число есть. отношение вектора Хх’ к вектору х 
(т. е. коэффициент в равенстве х’=Ах). 

Отметим следующее важное обстоятельство: если х— 
собственный вектор данного преобразования, то всякий 
не равный нулю коллинеарный ему вектор будет также соб- 
ственным вектором данного преобразования с тем же соб- 
ственным числом. В самом деле, пусть Х* коллинеарен х; 
тогда, поскольку Х 520, найдется число а такое, что х* = 
= ах. На основании известного свойства линейных преобразо- 
ваний имеем Ах* = А (ах) =аАх =a (Ax) =A (ах) =Ах*. 
Итак, Ax* =Ах*; а это и значит, что х* есть собственный 
вектор с собственным числом A. 

107. Для иллюстрации понятия собственного вектора и 
собственного числа рассмотрим линейные преобразования на 
плоскости, которые приводились в примерах n° 60 § 12 
(здесь они’ даются в той же последовательности). 

Пример |. Ах— подобие ‘с коэффициентом Ё. Для такого 
преобразования каждый вектор является собственным вектором; все 
векторы имеют одно и TO же собственное число, равное коэффици- 
енту подобия.
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Пример 2. Ах — вращение на угол a. Если 0 < а < л, то 
Ах не имеет собственных векторов (все векторы поворачиваются 
так, что ни один образ не лежит на оси своего прообраза). Если 
a@=0, то Ах является тождественным преобразованием; в этом 
случае каждый вектор является собственным вектором с собствен- 
ным числом =1. Если а=л, то x’ = Ах = —х; для такого пре- 
образования каждый вектор является собственным вектором с соб- 
ственным числом = — |. 

Пример 3. Ах — зеркальное отражение относительно пря- 
мой а. В этом случае собственными будут: 1) векторы, лежащие 
на прямой а; для них собственное число -==1; 2) векторы, перпен- 
дикулярные к прямой а; собственное число этих векторов =—. 

Пример 4. Ах—сжатие к прямой а с коэффициентом Rk, 
Собственными векторами являются: 1) векторы, : лежащие на пря- 
мой а (с собственным числом ==1); 2) векторы, перпендикулярные к 
прямой а (с собственным числом =). 

108. Пусть х’= Ах— линейное преобразование на 
плоскости. Предположим, что имеются два собственных вектора 
этого преобразования, которые не коллинеарны друг другу. 
Обозначим их через @,, @,; обозначим через Ay, Ap. собствен- 
ные числа этих векторов. Так как @,, е› не коллинеарны, 
мы можем принять их в качестве базиса. Найдем координат- 
ное представление данного линейного преобразования в ба- 
зисе @,, е.. Пусть е!, е, —образы векторов @,, е5; мы имеем 

е: = Ae, = Ме1, 

е. = Ае. = = ge. 

(м 0 
о ^,/ 

Очевидно, что 4* = А; следовательно, 

a-("° 2 — 0 Ne ° ( ) 

Итак, если в качестве базиса приняты собственные век- 
торы €1, @, данного линейного преобразования, то матри- 
ца А этого преобразования получает диагональный вид; 

на диагонали матрицы А располагаются собственные числа 

векторов @;, €, в порядке нумерации. В базисе @,, @, 

Отсюда
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данное линейное преобразование представляется формулами 

x, = Ам, 3 

Ky А (9) 
В частном случае может быть A, =A,. He имея необхо- 
димости различать в этом случае числа A, и A,, обозначим 
их одной буквой А. Формулы (3) будут иметь вид 

Такие формулы определяют подобие с коэффициентом А. 
В этом случае каждый вектор плоскости оказывается соб- 
ственным вектором с собственным числом =A). 

109. Пусть теперь х’= Ах— линейное преобразование 
в пространстве. Предположим, что имеются три некомпла- 
нарных собственных вектора этого преобразования: е.,е., ез; 
пусть A,, A,, Аз— их собственные числа. 

В полной аналогии с предыдущим можно показать, что 
если собственные векторы @,, €5, ез приняты в качестве 
базиса, то матрица данного линейного преобразования бу- 

дет иметь диагональный вид 

мо 0 

оо л 3 

в базисе е\, е›, @; данное преобразование получит коорди- 
натное представление 

Х1= А, 

хз = Аха, (5) 

В частности, если А =А,=А; и если мы обозначим равные 
числа Л, Ag, Аз одной буквой A, то формулы (5) будут 

x, =Ax,, 

х, = Ло. 

Хз = АХз.
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Такие формулы определяют з пространстве подобие с коэф- 
фициентом №. В этом случае каждый вектор пространства 
является собственным вектором с собственным числом AK, 

110. На основании изложенного в последних двух пунктах 
легко понять важную роль собственных векторов в теории 
линейных преобразований. Как мы видели, если существует 
базис из собственных векторов, то в этом базисе преобразо- 
вание имеет особенно простое координатное представление 
и вполне определяется собственными числами базисных 
векторов. 

Методы разыскания собственных векторов и собственных 
чисел излагаются в ближайших параграфах. 

$ 22. Характеристическое уравнение матрицы 
линейного преобразования 

111. Рассмотрим сначала линейное преобразование на 
плоскости х’= Ах. Поставим задачу: найти все собственные 
векторы этого преобразования. 

Выберем произвольный базис @,, е›; пусть 

Hy = @1 1%, + @1оХо, 

Hq = Aq Xt @.0Х 
(1) 

— координатное представление данного преобразования 

в базисе е,, е., 
а.. а 11 @12 

4=( ) (2) 

Qo, oe 

— матрица преобразования в этом базисе. 
Предположим, что вектор е = {#; т} является собственным 

вектором данного линейного преобразования, A—ero собст- 
венное число. Тогда 

Ae = he. (3) 

B координатах это векторное равенство заменяется двумя 

числовыми равенствами: 

а ат = М, 

Ql + азот = hin. (4)
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Перепишем равенства (4) так: 

(а: —A) 7+ ат = 0, 

ай - (а, —^) т == 0. 

Отсюда следует, что 

(5) 

а: —^ ayy, | 
=0, (6) 

Goi а —^ 

поскольку в равенствах (5) хотя бы одно из чисел / т 
отлично от нуля (так как собственный вектор, по определе- 
нию, не равен нулю: е={1;т} 520}. Тем самым показано, 
что всякое собственное число является корнем иравне- 
ния (6). Обратно, допустим, что некоторое число А есть 
корень уравнения (6). Тогда, если в системе (5) в качестве 
А взять именно это число, система (5) будет иметь ненулевое 
решение / т (так как определитель системы (5) равен 
чулю). Рассмотрим вектор e=={/; т}; для координат этого 
вектора соблюдаются равенства (5), следовательно, для 
самого вектора е и числа A имеет место формула (3). Зна- 
чит, вектор е есть собственный вектор с собственным чис- 
лом А. 

Мы можем теперь сформулировать следующее правило: 
чтобы найти все собственные векторы данного линейного 
преобразования, нужно прежде всего решить уравнение (6); 
каждый действительный корень AN уравнения (6) является 
собственным числом; соответствующие числу № собственные 
векторы находятся из системы (5). 

Уравнение (6) называется характеристическим уравнением 
матрицы данного линейного преобразования. 

Пример. Найти собственные векторы преобразования 

(*) # 

xX, COSA— Хз SiN ©, | 

2 
x, = xX; зп а-- Хз COS a, 

rae O<a< KX. 
Решение. Составим характеристическое уравнение 

cosa—A —sina 
. =0. 

sing 050 —А, 

Развертывая определитель, получаем 

Aime 2A cos @ --1=0.
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Отсюда Ay ›=с05 + Vcosta—l. Так как cos?a<1 (при 
0 <а<л), то корни характеристического уравнения оказываются 
комплексными числами. Поскольку характеристическое уравнение 
не имеет действительных корней, данное преобразование не имеет 
собственных векторов (этот результат легко понять, если учесть, 
что формулы (*) в прямоугольных координатах представляют 
вращение на угол ©; см. пример 2 в n°® 104). 

Пример. Найти собственные векторы преобразования 

X= tt Xa 

x= Хз. 

Решение, Составим характеристическое уравнение 

1—A | 

01—A 

Отсюда (1—A)?=0 и А=!. Вистема (5) в данном случае имеет 

me (l—A)/+m=0, 
(1—А) m=0. 

Подставляя сюда A=1, получим: m=0 (1—любое). Таким обра- 
зом, собственными векторами данного преобразования являются 
только векторы {/; 0}, лежащие на оси абсцисс. 

=0. 

112. Пусть теперь х’= Ах — линейное преобразование 
в пространстве. Пусть 

а Ay. @13 

А=| Gq, Qoq @5з 

As, @з2 @з3 

— матрица этого преобразования в некотором базисе е,, е’, е.. 
Аналогично предыдущему можно показать, что собствен- 

ные аисла данного линейного преобразования определяются 
характеристическим уравнением: 

а: —^ ay, Q13 

Ao) 3 —^ Ag = 0. (7) 

|@31 @ 35 аз: — ^ 

Именно, если А — любой вещественный корень уравнения (7), 
то система 

(а: —^)1-а,т- ап =0, 

Any! + (Aq, —A) m+ dogn = 0, (8) 

gi! + @зат + (а 3 —^)п=0
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имеет ненулевое решение / т, п; вектор e={l; т; п} 
есть собственный вектор данного преобразования с собст- 
венным числом А. 

113. Если развернуть определитель, стоящий в левой 
части характеристического уравнения, то получится алге- 
браический (степенной) многочлен относительно A. Этот 
многочлен! называется характеристическим  многочленом 
матрицы линейного преобразования. В случае линейных прс- 
образований на плоскости характеристический многочлен есть 
многочлен второй степени, для линейных преобразований 

в пространстве — третьей степени. 
Заметим, что характеристический многочлен является 

определителем матрицы А—ЛЕ. В самом деле, для линейных 
преобразований на плоскости матрица 4 — АЕ напишется так: 

4—ne=(2" we) a (‹ )=(“s Q19 ) 

Qo, Qo 0 1 ал Ay—A/’ 

отсюда получаем характеристический многочлен 

а, —^ a 
" " = Det (A — AE). 
а) Ay —A 

Ясно, что таким же образом выражается и характеристи- 
ческий миогочлен для преобразований в пространстве. 

114. Имеет место следующая важная 
Теорема. Характеристический многочлен матрицы 

линейного преобразования не зависит от выбора базиса. 
Доказательство. Пусть А — матрица данного линей- 

ного преобразования в некотором базисе е., ез, А — матрица 

того же преобразования в новом базисе @,, @,; пусть Ё — 
матрица преобразования координат при переходе от старого 
базиса к новому. Согласно § 8 и 20 (n° 101) 

А = 1-14. 

Кроме того, для слипичной матрицы имеем соотношение 

Е = [-1ЕЁ. 

Из последних двух равенств получаем 

А—ЛЕ == 671 А—АВБ) Е. 

5 Н. в. Ефимов
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Из этого матричного равенства: и на основании теоремы об 
определителе произведения матриц вытекает чиеловое ра- 
венство 

Det (A —AE) = Det L~?. Det (A — ХЕ. Det 2. 
Ho 

Det L~!-DetL=DetZL7~'L=DetE=1. 

Следовательно, 

Det (A — ЛЕ) = Det (А— АР) 

и теорема доказана. 
115. Последнее тождество, наличие которого утверждает 

теорема, мы напишем для случая линейных преобразований 
на плоскости подробно: 

а: —^ ay, —|Чя-—^ 24, 

Qo} аз —^ а) Gye —A 

Здесь а — элементы матрицы A, а, — элементы мат- 
рицы А, А— любое число. Развертывая определители, по- 
лучим 

А — (а, + G99) A+ (аа — 42001) = 
a= AF — (4,1 + Gyo) ^- (4114. — 215251). 

Так как это — тождество, т. е. равенство, справедливое прн 
любом А, то 

а: + Ag = Ay; + Qo, 

@11@2› — @1.@.51 = @11@.. — 24904. 

Таким образом, для линейных преобразований на плос- 
кости доказанная теорема означает, что величины @11 - аз 
и @ 4. — 21905, являются инвариантами матрицы линей- 
ного преобразования, т. е. что эти величины не меняются 
при переходе к новому базису. Величина 4,14. — @..а., 
представляет собой He что иное, как определитель матрицы A; 
инвариантиость этой величины доказана еще в § 18, 

Матрица линейного преобразования в пространстве имеет 
три инварианта; они находятся аналогичным способом. Выпи- 
сывать их мы не будем.
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$ 23. Симметрические линейные преобразования. 
Приведение к диагональному виду матрицы 

симметрического преобразования на плоскости 

116. В § 21 мы показали, что матрица линейного пре- 
образования принимает диагональный вид, если в качестве 
базиса приняты собственные векторы. Координатное пред- 
ставление линейного преобразования в таком базисе оказы- 
вается особенно простым. 

Однако не для всякого линейного преобразования возможно 
такое упрощение матрицы и координатного представления. 
В самом деле, иапример, на плоскости встречаются линейные 
преобразования, которые совсем не имеют собственных век- 
торов; возможны преобразования, которые имеют только 
коллинеарные собственные векторы (см. примеры в n° 111). 
Для таких преобразований выбрать базис, состоящий из 
собственных векторов, нельзя. 

Далее, мы будем изучать некоторый специальный класс 
линейных преобразований, называемых симметрическими. 
Они существенно применяются в алгебре, в геометрии, 
в механике. Симметрические преобразования всегда имеют 
собственные векторы, из которых можно составить базис. 
Вместе с тем матрица всякого симметрического преобразова- 

ния приводится к диагональному виду. 
117. Пусть дано линейное преобразование х’= Ах (на 

плоскости или в пространстве). Рассмотрим два произвольных 
вектора x, у; х’=Ах, у’—=Аур—их образы. Данное ли- 
нейное преобразование называется симметрическим, если 
скалярное произведение ху’ равно скалярному произведе- 
нию ух’: 

ху’ =ух.. (1) 

Иначе говоря, линейное преобразование х’= Ах является 
симметрическим, если 

xAy = yAx (2) 

для любых векторов X и у. 
118. В дальнейшем, изучая симметрические преобразова- 

ния, мы будем употреблять только такие базисы, которые 
состоят из единичиых и перпендикулярных (ортогональных) 
друг к другу векторов: 

5*
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1) на плоскости: е =, е. =, 
2) в пространстве е, ={ eg=J, е.=Ё. 
Такого рода базисы будем называть ортогональными. 
119. Докажем, что всякое симметрическое линейное 

преобразование в любом ортогональном базисе имеет 
симметрическую матрицу (т. е. элементы @„, и @а,; этой 
матрицы одинаковы: а, =а,;). 

Чтобы не писать слишком длинных выражений, проведем 
доказательство для случая симметрических преобразований 
на плоскости. 

Напишем разложения образов базисных векторов: 

де, = 4,0, + але., | 
(3) 

Де, = @уое, + Ago. | 

Умножим скалярно обе части первого из этих равенств на 
вектор @,, а обе части второго —на вектор @,; принимая 
во внимание, что ее, =0, ее, =1, ве, =1, получим 

По условию симметрии преобразования имеем e@,Ae, =е,Ае.. 
Отсюда 

Qo; = 212, 

что и означает симметрию матрицы 

д= (Ox =). 

Zo, @ 2 

Справедливо также обратное утверждение: если в неко- 
тором ортогональном базисе матрица линейного пре- 
образования симметрична, то симметрично и само пре- 
образование. 

Доказательство этого утверждения мы также проведем 
для случая линейных преобразований на плоскости. 

Предположим, что для разложений (3) соблюдается 
равенство 4. =@,.. Пусть х, у—два произвольных вектора
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Используя разложения (3), получим 

= (411%. + 412%.) ©, - (424%, + аохо) Cr, 

Ay = y, Ae, + y,Ae, = 

= (24,4, + ау) Cy + (4519, + @292) ео. 

Составим скалярные произведения х на Ay иу на Ах: 

HAY = Hy (1191 + 41293) + Х. (2g 44 + 4553) = 

= 411191 + Dy gH Yq 1 Og XQ -| ао, 

YAK = у, (61191 - 412%) + Уз (2q1%1 + 42%.) = 

== 411% 191 + 41521 + @1 Ya 1 ао. 

Так как @,,=@,9, TO из предыдущих равенств находим 

xAy = yAx, 

что и доказывает симметрио преобразования. 
120. Наша главная цель — доказать, что: 1) каждое сим- 

метрическое линейное преобразование на плоскости имеет 
по крайней мере одну пару собственных векторов, кото- 
рые перпендикулярны друг к другу; 2) каждое симметри- 
ческое линейное преобразование в пространстве имеет 
по крайней мере одну тройку попарно перпендикулярных 
собственных векторов. Вместе с тем мы имеем в виду 
показать, как практически находить такие пары или тройки 
собственных векторов. 

В остальных пунктах этого параграфа поставленный 
вопрос будет решен для симметрических линейных преобра- 
зований на плоскости. 

121. Пусть на плоскости задано симметрическое линейное 
преобразование x’ = Ах; 

(ox a) 
= 

Qo, F29 

— его матрица в некотором ортогональном базисе @,, bg. 
Составим характеристическое уравнение матрицы A: 

a,,—A a 
11 12 — 0. (4) 

@ 1 а —^
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Ввиду симметрии матрицы A имеем а, =а:.. Поэтому’ урав- 
нение (4) запишется так: 

№ — (043 + @:з)-^ + (04429 — 232) =0. 

Отсюда получаем корни уравнения’: (4): 

a. — и? 
he p= ft as t Гао 4 (211229 а) (5) 

Заметим,. что 

(а, + 422)* — 4 (Ay) Gog — Bio) = (21). — Q,,)* + 4a?, > 0; 

следовательно, числа A,, A, вещественны, Итак, если мат- 
рица  симметрична, то  характеристическое уравнение 
этой матрицы имеет толька вещественные корни. 

Согласно п” 114 для каждого корня (А =А, или A=A,) 
характеристического уравнения (4) найдется собственный 
вектор а={/; т}, имеющий корень А своим собственным 
числом; координаты’ вектора а={/;: т} даютси’ системой 
уравнений' 

(211 —^) /- а12т =0, 

Aol (Ag. — A) m= 0. (6) 

Условимся решение / m системы (6) называть нормирован- 
ным, если Й-- т? =Т; если Г, т—нормированное решение, 
то a={/; т}—единичный вектор. Мы будем обозначать 

дальше через Д, т, нормированное решение системы (6), 
получаемое при A=A,; аналогично через [,, т. будет 
обозначаться нормированное решение, получаемое при 
А=А.. Тогда а =4{1; т} и a,=({l,; т} —единичные 
собственные векторы с собственными числами A, и ^.. 

122. Рассмотрим случай, когда корни характеристического 
уравнения различны: A, 54A,. Докажем, что в этом случае 
векторы A, и а, перпендикулярны друг к другу. Для 
доказательства напишем соотношения 

Ав, =А.а,, Аа, =^,а,, (7) 

которые выражают тот факт, что @, и а, являются собствен- 
ными векторами с собственными числами A, и А.. Умножим 
скалярно обе части первого равенства (7) на вектор @,, обе 
части второго — на вектор 41.
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Мы получим 

a,Aa,=h,a,a,, а1Аа, = №а1а.. 

Вследствие симметрии преобразования имеем 

а. Аа, = @,Aa,. 

Отсюда и на основании предыдущих равенств 

(A, —A,) ва. =0. (8) 

Так как А, 52^., то из (8) следует аа. =0, т. е. перпен- 
дикулярность векторов @, и @,. Тем самым наше утвержде- 
ние доказано. 

123. Предположим теперь, что характеристическое урав- 
нение (4) имеет равные корни: А, =A,; будем обозначать 
их Одной буквой A. Из формулы (5) следует, что в этом 
случае (2,1 — а.) + 4а1, =0 и 

_ 411 Раз = . 

Но тогда @,—@.,=0, @.=0; значит, @,,—=a.,=A, 
и преобразование представляется формулами x, =Ax,, 
Xo =Ах.. Гакое преобразование, как мы знаем, есть подобие 
с коэффициентом А. Если х’=Ах — подобие, то каждый 
вектор является собственным вектором с собственным 
числом A, В качестве пары взаимно перпендикулярных 
собственных векторов можно взять любую пару ненулевых 
векторов @,, а., лишь бы ‘они были перпендикулярны друг 
к другу. 

124. Итак, всякое симметрическое линейное преобразо- 

вание на плоскости имеет пару взаимно перпендикулярных 
собственных векторов QA,, Ay. 

Если эти векторы принять в качестве базисных: е, =a, 
€,=@,, то матрица преобразования получит диагональный 
ВИД 

м0 
A=\o л,/, 

где Л, ^,— собственные числа векторов @,, @,. Отсюда 
следует, что каждое симметрическое линейное преобразо- 
вание на плоскостц является произведением двух сжатий 
по двум перпендикулярным направлениям (см. n° 17).
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125. Сформулируем теперь в окончательном виде план 
решения задачи о выборе ортогонального базиса из собст- 
венных векторов симметрического линейного преобразования 
х’= Ах. 

Пусть А — матрица данного преобразования в любом 
ортогональном базисе @,, @,. Нужно прежде всего составить 
характеристическое уравнение матрицы А и найти его корни 
А—=А, ^=А, (Ay, Ag будут вещественными числами). 
Возможны два случая: 

1) A, ae В этом случае следует подставить в систему 
(6) A=A,, затем A=A, и каждый раз найти нормированное 
решение этой системы hy ту и 4, то. Векторы 

а. ={1; т} в, =44; т} 

будут единичными собственными векторами с собственными 
числами № и A,; а, и @, обязательно окажутся перпендику- 
лярными друг к другу. Искомый базис определяется един- 

ственным образом: @,=4,, e, =@, (если He говорить 

о возможности изменить нумерацию векторов е,, @, или 
заменить их противоположными по направлению). 

2) 4, =^.. В этом случае преобразование является подо- 

бием и в качестве @,, е, можно взять любую пару единич- 
ных и перпендикулярных друг к другу векторов. 

При переходе к новому ортогональному базису е,, e, KOOp- 
динаты всех векторов данной плоскости преобразуются по 
формулам § 17, где 

(а 6 
~ m, m,/]" 

матрица Ё — ортогональная. 

Пример. В ортогональном базисе @,, в, дано линейное 
преобразование х’ = Ах: 

X= Oxy + 2х», 

Привести матрицу этого преобразования к диагональному виду 
путем перехода к новому ортогональному базису. 

Решение. Матрица данного преобразования симметрична: 

4 (53).
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следовательно, поставленная задача может быть решена по изло- 
женному выше плану. Составим характеристическое уравнение: 

6—A 2 
2 34|=0 

ИЛИ 

2—9), 14 =0, 
Корни этого уравнения суть Ay=2, А,=7. Соответствующие 
собственные векторы найдем из системы (6) n° 121; в данном 
случае эта система имеет вид 

(6—^) /+2m=0, 
2!+-(3—A) т=0, 

Подставляя сюда A=A,=2, получим 

414+2m=0, 
21-- т=0. 

В качестве решения можно взять {=1, m= —2. Нормируя это 
решение, найдем единичный собственный вектор с собственным 
числом Ay == 2: 

1 = = =? Ys’ V5 

Аналогично найдем единичный собствепный вектор с собственным 
числом Ag=7: 

2 2 1 

| {у 5’ VSS 

При переходе к базису €1, 63 координаты всех векторов (и точек) 
преобразуются по формулам $ 17 с матрицей 

| 2 

V5 У5 
2 1 L= | 

Ys У 
именно 

И ЗИ Е их, 
У5 V5 V 5 V5 

2 ~ J - ~ 2 1 
Ха = yr Ту= Xp Se aT pe а 

В базисе в), в» матрица данного линейного преобразования 
имеет вид 

100 
4-— (07):
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само преобразование представляется формулами 

Заметим, что если расположение векторов @1, ©. нас не интересует, 
чо задача решается короче: достаточно знать, что А, =2, А. =7, 
чтобы написать A сразу. 

§ 24. Приведение к диагональному виду матрицы 
симметрического лянейяого ‘преобразования 

в пространстве 

126. Пусть х’= Ах — симметрическое линейное преобра- 
зование в пространстве. Требуется доказать, что оно имеет 
три попарно перпендикулярных собственных вектора. 

Выберем какой-нибудь ортогональный ‘базис е,, е., е.. 
В этом базисе данное преобразование получит координатное 
представление с симметричной матрицей A. Составим харак- 
теристическое уравнение матрицы A, Для симметрических 
преобразований в пространстве, как и на плоскости, харак- 
теристическое уравнение имеет только вещественные корни. 
Однако в пространственном случае этот факт доказывается 
He очень просто и мы пока не будем на него опираться. 
С другой стороны, совсем легко доказать, что характеристи- 
ческое уравнение ‘матрицы А имеет хотя бы один веще- 
ственный корень. Дело в том, что характеристическое 
уравнение матрицы линейного преобразования в пространстве 
есть уравнение третьей степени, а всякое уравнение третьей 
степени с вещественными коэффициентами имеет веществен- 
ный корень. 

Чтобы убедиться в этом, напишем произвольное уравне- 
ние третьей степени АЗ -- 42 -- 5. с=0. Ясно, что при 
достаточно ‘больших по абсолютной величине значениях А, 
первый член этого уравнения будет подавляюще велик по 
сравнению © ‘остальными членами. Поэтому, если О > 0— 
достаточно большое число, то при A= —Q левая часть 
уравнения будет отрицательна, а при A= + О— положи- 
тельна. Если А возрастает от —Q до +Q, то левая 
часть уравнения, непрерывно изменяясь, сменит знак. Сле- 
довательно, при некотором значении A=A, левая часть
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уравнения станет равной: нулю. Тем самым доказано наличие 
вещественного корня A. 

Согласно n° 112 по любому вещественному корню A 
характеристического уравнения находится собственный вектор 
линейного преобразования с собственным числом А (путем 
решения системы (8) п” 112). 

Отсюда приходим к важному выводу: всякое линейное 
преобразование в пространстве имеет хотя бы один собст- 
венный вектор. 

В дальнейших рассуждениях мы уже существенно вос- 
пользуемся условием, что данное нам линейное преобразова- 
ние х’=Ах является: симметрическим. 

По доказанному один собственный вектор данного преоб- 
разования обязательно найдется; обозначим его через а. 
Пусть А, — собственное число этого вектора. Проведем 
через начало координат плоскость @,, перпендикулярную 
к вектору @,. Возьмем в плоскости а, произвольный вектор 
х; убедимся, что его образ х’= Ах также лежит в плоско- 
сти а,. Чтобы установить этот факт, заметим, что скалярное 
произведение ах = 0 (так как вектор х мы взяли в плоско- 
сти @,). Подсчитаем скалярное произведение a,x’. Имеем 

4 ах =a,Ax = XAa,. 

Последнее равенство справедливо, поскольку преобразование 
является симметрическим. Так как @, —собственный вектор 
с собственным числом A,, то Aa, =/A,a,; поэтому 

a,x’ = xAa, =х(\№а,) =A, (ах) =0. 

Отсюда следует, что x’ перпендикулярен к @,, т.е. лежит 
в плоскости @,, что и утверждалось. 

На основании только что доказанного мы можем рассмат- 
ривать преобразование Хх’= Ах как преобразование векторов 
плоскости @,, если в качестве х брать только векторы этой 
плоскости (поскольку образы таких векторов остаются в той 
же плоскости}. Но согласно § 23 всякое линейное симметри- 
ческое преобразование на плоскости имеет пару перпендику- 
лярных собственных векторов. Следовательно, и данное пре- 
образование х’= Ах имеет в плоскости а, пару перпенди- 
кулярных собственных векторов; обозначим их через Ay, Ay. 
Вместе с тем мы получаем в пространстве три вектора a,,
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аз, Gy, Каждый из которых является собственным вектором 
и перпендикулярен к двум другим. 

Итак, мы доказали, что всякое симметрическое линейное 
преобразование в пространстве имеет хотя бы одну тройку 
попарно перпендикулярных собственных векторов. 

127. Предполагая векторы @,, @,, Gg единичными, при- 

мем их в качестве нового ортогонального базиса: é, =a, 

@,—4,, е =а,. Матрица данного преобразования получит 
в Этом базисе диагональный вид 

_ 70 0 
A=(0 A, 0 

0 0 t, 
тде А., Ag, Аз— собственные числа векторов @,, @., а.. 
Отсюда заключаем: каждое симметрическое линейное пре- 
образование в пространстве есть произведение трех сжатий 
по трем попарно перпендикулярным направлениям (см. п° 95). 
В частности, если Ay =А, =А., то преобразование является 
подобием (см. n° 109). 

128. Составим характеристический многочлен матрицы A: 

_ A,—A 0 0 

Ре! (А— АЕ) =| 0 A,—A 0 = 

0 0 ^_^ | 

= —(A—A,) (A—A,) (A—Asg). 

Очевидно, числа A,, Ag, Аз являются корнями этого’ много- 
члена. Вспомним теперь теорему п” 114, которая утверждает, 
что характеристический многочлен матрицы линейного пре- 
образования не зависит от выбора базиса. Из этой теоремы 
следует, что в любом базисе характеристический многочлен 
матрицы данного симметрического преобразования имеет 
своими корнями числа A,, Ag, Аз. Тем самым мы доказали, 
что характеристическое уравнение матрицы симметрическогоа 
линейного преобразования имеет только действительные 
корни. | 

129. Пусть A,, Ag, Аз— корни характеристического урав- 
нения. Рассмотрим следующие случаи. 

1) Числа Ay, А», А.— все разные. Согласно n° 112 
найдутся собственные векторы @,, @., A, с собственными 
числами A, Ay, Аз. Эти векторы обязательно будут перпен-
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дикулярными друг к другу (см. п° 122). Мы можем считать 
векторы @,, @,, а, единичными. При этом условии тройка 
векторов @,, @4., @; единственна с точностью до знаков. 
В самом деле, никакой вектор, кроме --@,, не может быть 
единичным собственным вектором с собственным числом A,, 
так как он не будет перпендикулярен к векторам @,, zg. 
По той же причине, кроме +@, и +43, нет других еди- 
ничных собственных векторов с собственными числами 
№ и Ag. 

2) Среди чисел A,, Aj, А.— два одинаковых; пусть, 
например, A, 5=^, =А,. Обозначим А, =Аз одной буквой ^. 
В данном случае /, — двукратный корень характеристического 
уравнения. 

Докажем, что имеется определенный с точностью до 
знака единичный собственный вектор 4, с собственным 
числом №. Наоборот, двукратному корню KK соответствует 
бесконечное множество единичных собственных векторов 
с одним и тем же собственным числом №. Именно, каждый 
вектор, перпендикулярный к вектору @,, будет собственным 
вектором данного линейного преобразования с собственным 
числом А. 

Для доказательства этого утверждения вернемся к N° 126, 
согласно которому данное симметрическое преобразование 
x’ = AX имеет тройку попарно перпендикулярных собственных 
векторов; обозначим их через @,, @., а, (считая для удобства 
изложения единичными). На основании п” 127 и 128 заклю- 
чаем, что в рассматриваемом случае два из этих трех векто- 
ров должны иметь одно и то же собственное число 
А (№ ==А, =А3); пусть это будут векторы а и Gs. Torna a, 
имеет собственное число А, (№, 52 ^,). Обозначим через a, 
плоскость, проходящую через начало координат и перпен- 
дикулярную к вектору @а,. Плоскость а, содержит векторы 
а, и ay. В n° 126 показано, что данное преобразование 
можно рассматривать как линейное преобразование векторов 
плоскости a,. Но такое преобразование является подобием 
(на плоскости @,), поскольку имеег два взаимно перпенди- 
кулярных собственных вектора (@ и @,) с одинаковыми 
собственными числами (см. п” 123). Следовательно, все 
векторы, лежащие в плоскости @,, являются собственными 
векторами данного преобразования с одним и тем же собст- 
вениым числом A.
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Остается показать, что никакой вектор, жроме + @,, не 
может быть единичным собственным зектором с собственным 
числом A, (^, — простой корень характеристического урав- 
нения). Но это ясно, так как всякий собственный вектор, 
имеющий собственное число A,, должен быть перпендикуляр- 
ным к плоскости а, (вспомним, что в а, лежат собственные 
векторы с собственным числом А и что А, 52 А). Ясно также, 
что единичный вектор, нерпендикулярный к @,, есть либо 
a,, либо —a,. Утверждение показано полностью. 

3) Все числа A,, А„, А. одинаковы, т.е. & = =А,=А,. 
есть трехкратный корень характеристического уравнения. 

В этом случае данное преобразование является -подобием 
в пространстве с коэффициентом А (см. n° 127). Следова- 
тельно, каждый вектор пространства является собственным 
вектором данного. преобразования с собственным числом А, 
(см. n° 109). 

130. После всего изложенного можно указать следующий 
план решения задачи о нахождении ортогонального базиса 
из собственных векторов симметрического линейного преоб- 
разования в пространстве. 

Пусть х’= Ах — симметрическое преобразование в про- 
странстве, 

@11 Bry @1з 

2g, @з2 @3з3 

? 

— его матрица в каком-нибудь ортогональном базисе е,, @p, 
ез (А симметрична, т.е. а: =4::, Ag; = 413, Ago = ys). 

Для решения нашей задачи нужно прежде всего соста- 
вить характеристическое уравнение матрицы A: 

|411 —^ ay, G15 
e's 42 —^ Qos = 0, (1) 
as) @32 @з3— 

затем найти корни этого уравнения A=A,, А=А,, А=А. 
(числа Ay, Ay, А» вещественны). 

Согласно n° 112 для каждого корня A(=A,, Ag, Az) 
характеристического уравнения найдется собственный вектор 
а={1; т; п}, имеющий корень А своим собственным числом;
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координаты вектора а = {1; m; п} даются системой уравнений 

(a,,—A)l+a,,.m+a,,2=0, 

а -- (а —A) m+a,,n =0, (2) 

аз1/-- Ag,m + (@33 —A) 2 =O 

(причем система (2) заведомо имеет ненулевое решение J, m, п, 
если А —корень уравнения (1)). 

Дальнейшие действия сводятся к нахождению нужных 
решений системы (2) при A=A,, А=А,, A=Azg. 

Условимся решение /, m, m системы (2) называть норми- 
рованным, если Р-- т? -- п? =1. Если [| т, п— нормиро- 
ванное решение, то @={l; т; п} —единичный вектор. Мы 
будем обозначать дальше через /, m,, п, нормированное 
решение системы (2), получаемое при A:=A,; аналогично 
через f,, Mg, По н ly, Ms, п, будут обозначаться нормиро- 
ванные решения, которые получаются при A=A, и А=^.. 
Тогда 

а, ={1; т; ny}, а ={; ту п,}, а, ={1 ту ng} 

— единичные собственные векторы с собственными числами 
№1» Ag, Аз. 

Возможны три случая: 
1) Aq, Ag, А: — все разные. В этом случае векторы Ay, Gy, Ay 

обязательно окажутся перпендикулярными друг к другу; 
тройка векторов Q,, а», а; определится единственным образом 

с точностью до знаков (см. n° 129). Искомый базис: e, =a, 
€, = Gy, C3 = Az. 

2) Среди чисел A,, Ag, 4g — два одинаковых; например, 
№ HA, = Az. 

В этом случае согласно п” 129 числу A=A, =A, соот- 
ветствует бесконечное множество единичных собственных 
векторов, причем все OM лежат в одной плоскости. Следо- 
вательно, если мы подставим в систему (2) число А = А. = А, 
то в этой системе будет только одно существенное уравне- 
ние (два других должны быть ему пропорциональны). Допу- 
стим, что существенным уравнением системы (2) является 

(211 —А) 1- ат + aygr =0; (3) 

когда мы говорим, что уравнение (3) суцественно, то имеем
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в виду, что оно—не тождество, т.е. что среди его коэф- 
фициентов 411 —Л, @12, @1;3 имеются отличные от нуля. 

Всякое ненулевое решение / m, л уравнения (3) опре- 
деляет собственный вектор {/; 1; п} с собственным числом 
Л (А =А,=А.). Уравнение (3) означает, что все такие век- 
торы перпендикулярны к вектору @={a,,—A; Gyo; 245}. 
Следовательно, вектор @ есть собственный вектор с собст- 
венным числом А. (А, — простой корень характеристического 
уравнения). Задача может быть завершена следующим спо- 
собом. Разделим вектор @ на его модуль; мы получим еди- 
ничный собственный вектор @, с собственным числом Ay. 
Затем найдем любое нормированное решение Jy, My, п. урав- 
нения (3). Вектор @.={15; то; п›} будет единичным собст- 
венным вектором с собственным числом A(A=A,= Ag). Умно- 
жим векторно @, на @.; мы получим единичный вектор аз, 
перпендикулярный к вектору @,. Следовательно, @. есть 
собственный вектор с собственным числом А = А. =As3 кроме 

того, аз перпендикулярен к вектору @.. Таким образом, 

искомый базис получен: @€,=@,, е.=а@., е. = аз. 
3) Числа Аи, Аз, Аз все одинаковы, т. е. А, = А = А, = Аз — 

трехкратный корень характеристического уравнения. 

В этом случае данное преобразование есть подобие в про- 
странстве с коэффициентом А. Для такого преобразования 
все векторы пространства являются собственными векторами 
с собственным числом A. В качестве искомого базиса можно 
взять любую тройку единичных попарно перпендикулярных 

векторов ет, е., €, (например, первоначально данную тройку 

е1, Co, ез). 

131. Мы показали, как для любого симметрического пре- 
образования в пространстве найти базис, состоящий из еди- 
ничных перпендикулярных друг к другу собственных 

векторов е,, ез, е.. Если е ={1; my; ny}, €g= {1,3 то; no}, 
ез = {15;. mg; Пз}, то при переходе к этому базису коорди- 
наты всех векторов пространства преобразуются по форму- 
лам 6 20, где 

4 4 4, 
La (a My m 

My Mg Ng 

матрица Z-— ортогональная,
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132. Пример. В ортогональзом базисе 61, @g, ез дано линей- 
ное преобразование: 

К! = 7х — 2X2. 

Ко = — 2х1 -— 6х. —2^,, 

хз= —9х.- 5х». 

Путем перехода к новому ортогональному базису привести матрицу 
данного преобразования к диагональному виду. 

Решение. Составим матрицу преобразования в данном 6a- 
зисе: 

7—2 0 
А=| —2 6 -2) 

0—2 5 

Матрица А симметрична, следовательно, задача может быть решена 
по изложенному выше плану. 

Имеем характеристическое уравнение 

7—A —2 0 
—2 6—A —2|=0, 

0 —2 5—A 

или ^8— 1842-499, — 162=0. Корни этого уравнения A, =3, Ag=6, 
\з =9. Корни различны, значит, мы находимся в условиях первого 
случая п” 130. Напишем по данным задачи систему (2): 

(7—^)1—2т = 0, 
—21--(6—^) m—2n=0, 

—2m +(5—A) n=0 

Подставляя сюда поочередно A=3, 6, 9 и каждый раз находя нор- 
мированные решения этой системы, получим три единичных вектора; 

e; ={h; ту, ny} | 
—
—
 0
 > 

62|
 >

 
с]
 

ro
 

7 

Векторы @;, 6, ез являются собственными векторами данного пре- 
образования с собственными числами А, =3, А, =6, А, =9. В базисе 
е1, е›, ез данное преобразование имеет матрицу 

~ 300 
A=|060); 

009
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координатное. представление 

При перэходе к базису е,. ез, ез координаты всех векторов могут 
быть пересчитаны с помощью матричного равенства 

ca
] no

 
$]
 

> 
co
] 

№ 

Пример. В ортогональном базисе е;, 6, ез дано линейное 
преобразование 

ж= х1 2х, —4хз, 

ха =9х1—2х.— 2X5, 

хз = —4х.— 9х. + ха. 

Путем перехода к новому ортогональному базису привести 
матрицу данного преобразования к диагональному виду. 

Решение. В данном базисе имеем симметричную матрицу 

| 2 —4 
A= 2 —2 —2 

! —4 —2 | 

Следовательно, задачу можно решить по плану n° 130. 
Составим характеристическое уравнение 

1—A 2 —4 
2 —2—^ —21=0, 

—4 —2 1—A 

или 43—27) —54=0. Корни этого уравнения A,=6, Ag= —3, 
Аз =— 3. Среди корней — два одинаковых; следовательно, мы нахо- 
димся: в условиях второго случая п° 130. Напишем по данным задачи 
систему (2): 

(l—A) i+ 2m —4n=0, 
21+(—2—A)m —2n=0, 

—41 —22m-+-(1—A) n=0.
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Подставим сюда двукратный корень А=А, =А. = —3; мы получим 

4--2т —4п =0, 

2-+- m—2n=0, 

Система свелась к одному существенному уравпению: 

21 -+-m—2n=0. (*) 

‘Согласно п“ 130 заключаем, что вектор {2; 1; —2}, координатами 
которого служат коэффициенты уравнения (*), является собствен- 
ным вектором с собственным числом А, =6; деля этот вектор на его 
модуль, получим единизный вектор: 

5—12.1._2 
12133; Sf 

Возьмем теперь любое решение уравнения (*), например /=1, 
m==2, n=2; нормируя это решение, получим вектор 

—_ 1, 2, oh 
eo = 3° 3° 3 f* 

Вектор @, является единичным собственным вектором с собственным 
числом —3. Умножая векторно @, на @g, найдем еще один единич- 
ный собственный вектор с собственным числом — 3: 

25—12. 2. 1 
3 13° 3’ 3] 

Векторы е,, ез, ез составляют ортогональный базис. После пере- 
хода к этому базису матрица данного преобразования примет 
диагональный вид 

. 6 0 0 
А = 0 —3 01. 

0 0-3 

Замечание, Мы имеем 

6 о о 600\ /1 OAO\/10 0 
0—3 Oj=(010)(0 —30})/01 0, {**) 
0 0—3 001/\0 01/\00 —3 

Следовательно, преобразование, которое дано в рассмотренной зада- 

че, есть произведение трех сжатий: 1) к плоскости Огуез с коэффи- 

циентом 6; 2) к плоскости Oe,e, с коэффициентом —3; 3) « пло- 

скости Oe,é, с коэффициентом —3. Заметим прежде всего, что 
коэффициенты этих сжатий по модулю больше единицы; поэтому 
фактически мы имеем дело с растяжениями пространства (напри- 

мер, в первом случае каждая точка удаляется от плоскости Оеое; 
так, что ее первоначальное расстояние от этой плоскости увели- 
чивается в шесть раз). Кроме того, во втором и в третьем слу- 
чаях коэффициент сжатия является отрицательным числом. Чтобы 
пояснить, что это означает геометрически, рассмотрим, например,
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преобразование, которое определяется последней матрицей в пра- 
вой части (**), его координатное представление: 

Хз = —3 Ха. 

Отсюда видно, что при таком преобразовании не только ме- 

няется расстояние от точки до плоскости O eyes (в. три раза), но 

образ М’ (x4; ха; Хз) и прообраз М (x33 хз; хз) оказываются по раз- 
ные стороны от этой плоскости. 

$ 25. Приведение к каноническому виду квадратичной 
формы. Приложения в теории линий и поверхностей 

второго порядка 

133. Квадратичной формой от двух переменных х\, Хх. 
называется однородный многочлен второй степени отно- 
сительно этих переменных: 

D = A,X} + 201%) X%_ + а.^. (1) 

Здесь @11, Gyo, @..— Числа, задание которых определяет 
форму; их называют коэффициентами формы. Вместо ay, 
можно писать Qo,, считая Ay, = yy. Пусть на некоторой плос- 

кости введена система координат с началом О и масштабными 
векторами @,, @,. Тогда %,, X, можно рассматривать как коор- 
динаты некоторой точки М, а число Ф — как значение формы 
в точке M(x,; x,). Величины ¥,, Х› мы будем рассматривать 

также как координаты вектора + = ОМ. 
134. Предположим, что базис @,, @, заменяется новым 

базисом е,, @,. При этом координаты всех точек и век- 
торов изменятся по формулам § 17. Величина Ф выразится 

через новые координаты х,, Х. точки М в виде некоторой 

новой квадратичной формы от Хх, х.. Коэффициенты полу- 
чаемой таким путем формы определенным образом выража- 
ются через коэффициенты первоначально данной формы и 
через коэффициенты формул преобразования координат. 
Наша ближайшая цель —пайти эти выражения. 

Для упрощения дела условимся употреблять только орто- 
гональные базисы (из единичных векторов).
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135. Перепишем данную квадратичную форму следующим 
образом: 

Ф = Hy (@1151 - 41352) +X (@з1%1 + 432%). (2) 

Составим матрицу из коэффициентов формы, беря строчки 
соответственно скобкам в правой части последнего равенства: 

A= G о) (3) 
21 22 

Эта матрица называется матрицей квадратичной формы (1) 
в заданном базисе @,, @€,. Очевидно, матрица А симметрична 
(421 = @,,). Вместе с данной формой рассмотрим линейное 
преобразование х’= Ах, которое в базисе @,, @, имеет мат- 
рицу A; координатным представлением преобразования x’ = Ах 
будет 

Hy = 411% - 412%, (4) 

Хз = @1Х1-- Agg%q. 

Так как @,, е. —оортогональный базис, a матрица A симмет- 
рична, то и преобразование х’= Ах является симметриче- 
ским. Выражение (2) теперь можем переписать так: 

D = 64) + XX. (5) 

Вследствие ортогональности 6a3HCa @,, @g правая часть (5) пред- 
ставляет собой не что иное, как скалярное произведение 
вектора х на вектор x’ = Ax: 

OD = хх’ =хАх. (6) 

Перейдем теперь к новому ортогональному базису @,, é,: 

€; =/,e, + me, (5. 
ео = ре: + Myo. oe 

Как обычно, обозначим через L матрицу, которая получается 
транспонированием матрицы коэффициентов (7): 

| l 
.-(, '). 

My, то 

Матрица L ортогональна, т.е. L~1=L*. В новом базисе 
линейное преобразование Х’= Ах будет иметь новое
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координатное представление: 

x = аль + GyoXs, (8) 

Hq = Ag Xy + AagXo, 
с матрицей 

А - (5 au) (9) 

Bx, 2yg/ 

Вследствие симметрии преобразования х’= Ах матрица A 

также будет симметричной (1: =а.). В равенствах (8) x1, хз 

являются новыми координатами вектора xX, а Xi, x, — НОВЫМИ 
координатами вектора Х’= Ах. Вследствие ортогональности 
нового базиса можем написать 

Ф= хх’ = XX, + х,х.. 

Заменяя здесь Хх, х, по формулам (8), получим 

Ф =, (ах, + а12Ха) + Хз (451%: + Aq9%Q) = 
_ ~ а ~ ~ ~ = ~ 

Sy Hy + 202K 1X2 + 4,2%. 

Мы видим, что элементы матрицы A являются в то же время 
коэффициентами квадратичной формы Ф в новых координатах. 
Следовательно, определение этих коэффициентов равносильно 

определению матрицы А. Тем самым дело сводится к пря- 
мому применению результатов Q 18; имеем 

A=L~ AL, 
Так как L~!1=L*, то 

A=L*AL. (10) 
В подробной записи: 

(=) =) Qo, Zee 5 т./ \ а а23/ \т т, 

Равенство (10) выражает матрицу А данной квадратичной 

формы в новом базисе ее, через матрицу А этой 
формы, в старом базисе @,, @, и через матрицу L преоб- 
разования координат. 

136. Важной задачей математики и ее приложений является 
задача приведения даниой квадратичной формы к канониче- 
скому виду.
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Говорят, что квадратичная форма имеет канонический 
вид, если она содержит только члены с квадратами текущих 
координат, т.е. если 41. =а., =0. В этом случае матрица 
формы является диагональной: 

a,, 0 
a=( и ). 

0 ao. 
Чтобы произвольную форму привести к каноническому 

виду, нужно найти такой базис, в котором матрица формы 
получает диагональный вид. Выше, в п° 135, мы видели, что 
при переходе от ортогонального базиса е,, е. к новому ор- 

тогональному базису @,, е, матрица квадратичной формы 
изменяется точно так же, как матрица симметрического ли- 
нейного преобразования. Поэтому задача о приведении к Ka- 
ноническому виду формы (1} сводится к задаче о приведении 

к диагональному виду матрицы линейного преобразования (4). 
Решение этой последней задачи изложено в § 23. 

Согласно сказанному, приведение квадратичной формы от 

двух переменных X,, X_ к каноническому виду можно осу- 
ществить по следующему плану. 

Пусть в базисе @,, е, дана форма 

D = 4:11 + 20 49% 1X2 + во 

a,, a 11 212 + (= =) 
Go, Ao 

1) Составим характеристическое уравнение матрицы A: 

Qy—A ayy —0 
Qo, Ggg—A 

с матрицей 

Найдем корни этого уравнения A,, Ag. 
2) Следуя указаниям § 23, найдем для симметрического 

преобразования (4) два единичных собственных вектора с соб- 
ственными числами A,, А» так, чтобы эти векторы были пер- 
пендикулярны друг к другу; обозначим их соответственнс 

через @,, ©: 

€,= {1,5 my}, Cn = {ai тз}- 
3) Перейдем к базису @,, е.. В этом базисе 

fh, 0 
4=\0 a,
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я данная форма получает канонический вид: 

DM =A, м А, хе. (11) 

При переходе к базису @,, е. координаты всех векторов 
преобразуются согласно матричному равенству 

(=) (2, ma) (3) 
Пример. Привести к каноническому виду квадратичную 

форму , 
Ф= 5х2 - 8х1 xg-+ 5х2. 

Решение. Составим характеристическое уравнение 

5—^А 4 |_ 0 

4 5—^ * 

или (^—5):—16=0. Отсюда А=|, Ag=9. Канонический вид 
данной квадратичной формы можем написать сразу: 

Om x?-+9x3. 
Чтобы найти базис, в котором форма имеет такой вид, придется 
искать собственные векторы преобразования (4). Напишем систему 
уравнений, определяющую искомые собственные векторы: 

(5—A) /-+4m=0, (*) 
41+ (5—A) m=0. 

Подставляя сюда А=А, =1, А=А, =9 и беря каждый раз нор- 
мированное решение системы (*), найдем векторы 

~ | | - 1 | 
Ом, >, в — =; =>. 
1 {уз уз} ; iva vat 

Они составляют нужный базис. _ 
При переходе к базису @,, в, координаты всех векторов пре- 

образуются по формулзм 

Непосредственной проверкой легко убедиться, что эти формулы 
действительно дают преобразование нашей квадратичной формы 
к каноническому виду. 

137. Вернемся к n°135. Вместе с данной квадратичной 
формой мы ввели там некоторое симметрическое ‘линейное 
преобразование x’ = Ах; оно определяется формулами (4) и 
имеет ту же матрицу, что и данная квадратичная форма.
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Направления собственных векторов преобразования х’ = Ах 
называются главными направлениями данной формы. 

Когда мы приводим квадратичную форму к каноническом* 
виду, то при этом мы переходим к ортогональному базису, 
векторы которого имеют главные направления данной формы. 

138. Коэффициенты Л,, A, в каноническом виде (11) 
квадратичной формы называются характеристическими чис- 
лами квадратичной формы. Они же — корни характеристиче- 
ского уравнения; они же и собственные числа собственных 
векторов линейного преобразования x’ = Ах, о котором шла 
речь в предыдущем пункте. 

139. Если ^,5-А., то. форма имеет единственную пару 
главных направлений, причем они перпендикулярны друг к 
другу. Если Ay =А., то любое направление является главным 
(см. $ 23). В последнем случае форма в любом ортого- 
нальном базисе имеет канонический вид Ал? Ала, где 
А=А, =^.. 

140. Зная характеристические числа формы, можно уста- 
новить оценки величины этой формы. 

В самом деле, пусть в ортогональном базисе @,, @, дана 
форма 

D = а111 + 204 2% 1% 2 + ао. 

Переходя к новому ортогональному базису é,, @,, приведем 
ее к каноническому виду 

D =A, x? + ^,2. 
Допустим, что A4y<A,. Тогда 

hy (43 + 462) < МЕ 5, Эм. 
Так как базисы @,, е. и е!, е. оба ортогональны, то 

x? +t ха = x7 + ха. Следовательно, 

Ay (XT + хз) SO VA, (x7 + 42). (12) 

Это и есть оцепки, которые мы имели в виду получить. 
Соотношения (12) являются точными оценками. Именно, 

в точке, где х.=0, Ф совпадает с левой частью этих 

соотношений; в точке, где х, =0, Ф равно правой части. 
_ В точках единичной окружности м1-- х. =1 оценки (12) 

принимают особенно простой вид: 

м<Ф=—А..
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Таким образом, характерястические числа являются грани- 
цами изменения численных значений квадратичной формы на 
единичной окружности. 

141. Еслн А. >0, A,>>0, то согласно (12) форма Ф 
положительна во всех точках (кроме начала координат, где 
она равна нулю). Такая форма называется положительно: 
определенной. Если ^,<0, ^.<0, форма называется отри- 
цательно определенной; в этом случае форма имеет ‘во всех 
точках отрицательные значення (не считая начала координат). 
Если А), А. — числа разных знаков, то форма в некоторых 
точках положительна, в некоторых — отрицательна (в неко- 
торых обращается в нуль). Такая форма называется знако- 
переменной. 

Пример. Форма ха — хх. -- ха является положительно опре 

деленной, так как od, hei имеем A, > 0, Ag > 0. 

На единичной окружности x?-++-x2—=1 эта форма изменяется 

в границах 
| 3 
7S ety < 7 . 

142. Теперь мы перейдем к рассмотрению квадратичной 
формы от трех переменных: 

-- 22 Xp Xq - 2413243 + 2@з^0х.. (13) 

Ввиду полной аналогии с предыдущим, мы лишь кратко 
отметим основные положения, касающиеся таких форм. 

Мы полагаем, что в пространстве введена система коор- 
динат с началом О и ортогональным базисом @,, @g, ез (из 
единичных векторов). Тогда x1, Хз, Хз можно рассматривать 
как координаты некоторой точки M (xX,; Ха; Хз) ‘или вектора 

х= ОМ. Величина © есть значение формы в точке 
M(x; х.; Xs). В дальнейшем будем употреблять только 
ортогональные базисы (из единичных векторов). 

Данную форму напишем в следующем виде: 

Ф=х, (24.04 + ах. аз.) + 

- Xq (ам, + Aga X%q + аз) + 

НХ. (231^1 + AgoX%q + 2353), 

считая Go, = 04], 23) = @13, 239 = Ay.
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Вместе с данной формой рассмотрим линейное преобразо- 
вание х’= Ам, которое в базисе @,, е›, е. имеет коорди- 
натное представление 

Hy yy Xt 412 + @1зХз, 

Хз = Oy XP Ang Xq + Aaah ny 
Хх. = By % + AgoXq + @ззХз. 

Матрица этого преобразования - 

Qi, @:2 @1з \ 

А =| 22; Zee Jog 

@31 @32 239 / 

называется матрицей данной квадратичной формы в дан- 
ном базисе @,, €,, ез. Форма Ф теперь может быть записана 
так: 

D = KH) + хх, + хх, = хх’ =ХАХ; 

здесь хх’— скалярное произведение вектора хХ на вектор 
х’=Ах. 

Пусть 6, 6., 63 —единичные попарно перпендикулярные 
собственные векторы преобразования хХ’= Ах, имеющие 
собственные числа Ay, А», Ay. Если перейти к базису e@,, 
е., ез, ТО матрица квадратичной формы (как матрица преоб- 
разования Х’= Ах) станет диагональной: 

1, 0 0 
А—[ 0% 0 

004, 

Одновременно сама форма получит канонический вид: 

Числа A,, Ag, А. суть корни характеристического уравнения 
матрицы A; их называют характеристическими числами 
данной квадратичной формы. 

Направления собственных векторов преобразования Хх’ = Ах 
называются главными направлениями квадратичной формы. 
Если вектор имест собственное число A(=A,, A, Ag), то 
определяемое им главное направление называется соответ- 
ствующим этому числу А.
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Когда мы приводим квадратичную форму к каноническому 
виду, то при этом мы переходим к ортогональному базису, 
векторы которого имеют главные направления данной формы. 
Способ разыскания такого базиса изложен в 5 24. 

Если числа A,, Ag, Ag—Bce разные, то квадратичная 
форма имеет точно три главных направления; они перлпенди- 
кулярны друг к другу. Если A,4A,=As, то числу Ay 
соответствует одно определенное главное направление; усло- 
вимся называть его первым. Числу А =А, =А. в этом слу- 
чае соответствует бесконечное множество главных направле- 
ний; именно, любое направление, перпендикулярное к первому 
главному направлению, будет главным направлением и будет 
соответствовать числу А=А, =А,. Если АА =А, =А,, TO 
любое направление в пространстве является главным направле- 
нием формы; такая квадратичная форма в любом ортогональ- 
ном базисе имеет канонический вид Ах? -Н Ах -- Аха, где 
A=A,=A,=A,. Все утверждения, которые мы сейчас вы- 
сказали, непосредственно вытекают из результатов § 24. 

Пример. Даиз квадратичная форма 

D = 7x3 4- бх2- 62 — 4х1 х. — 4х1 

привести ее к каноническому виду. 
Решение. Матрица данной формы 

7—2 0 
A=(—2 6—2 

0—2 6 

совпадает с матрицей линейного преобразования, которое рассмотрено 
в первом примере п” 132. Имеем А, =3, Ag =6, Аз =9. В качестве 

нового базиса следует взять векторы 61, Og, @з, которые найдены 
в указанном примере. В базисе в, Cy ey квадратичная форма имеет 
канонический вид! 

O = 3-62-92, 

143. Методы приведения квадратичной формы к канони- 
ческому виду прежде всего находят приложение к аналити- 
ческой геометрии. 

Займемся задачей упрощения уравнения кривой второго 
порядка. Будем, как принято в аналитической геометрии, 
векторы ортогонального базиса на плоскости обозначать через 
{, Л а координаты текущей точки — буквами x, у. Чтобы
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не усложнять дело лишними деталями, рассмотрим уравнение 
второй стелени без линейных членов 

а11 | 2аохиу + а? =A. (14) 

Такое уравнение определяет кривуто второго порядка, центр 
которой находится в начале координат (см. § 2). Задача 
о приведении уравнения (14) к каноническому виду полностью 
‘сводится к задаче о приведении к каноническому виду квадра- 
тичной формы старших членов, которая стоит в левой части 
этого уравнения. Главные направления этой формы назны- 
ваются главными направлениями данной кривой. 

Пусть А — матрица квадратичной формы старших членов, 

A, А —корни ее характеристического уравнения, &, /— 
перпендикулярные друг к другу единичные векторы главных 

направлений, отвечающие числам A,, Ay. Тогда, если мы, не 
меняя начала координат, перейдем к базису &, Jf, то в новых 
координатах уравнение кривой примет канонический вид: 

hx? + №9 =H. 
Пример. Привести к капоническому виду уравнение кривой 

второго порядка 
5x? + &xy + 512 =9; 

определить вид KPHuolt. 
Решение. Квадратичная форма старших членов данного урав- 

нения совпадает с квадратичной формой, которая была рассмотрена 
в примере n° 136. Имеем A,=1, А, =9. Искомый базис 

г] Г. = = 7: =) Переход к повой системе 
ИУ’ УГ’ 2° У?]/` | 

координат достигается поворотом осей на угол &= — 45°; соответ- 
ствующие формулы преобразования координат имеют вид 

х-—=* ТУ. yay, 
V 2 V2 

Каноническое уравнение кривой 

x2 +. 9y2 =9, 
или 

x? y? 

g taal 
Кривая является эллипсом с полуосями 3 и 1.
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144. Рассмотрим в пространственных координатах с орто- 
гональным базисом 2, J, Е уравнение 

21? + аи? + а332° + 2а.ху-- 24:2 -- 24.32 =H. — (15) 

Уравнение (15) определяет поверхность второго порядка 
с центром в начале координат. 

Данное уравнение приводится к каноническому виду 
одновременно с квадратичной формой старших членов, кото- 
рая стоит в его левой части. Чтобы привести уравнение (15) 
к каноническому виду, нужно (не меняя начала координат) 

перейти к ортогональному базису-{, Л, Ё, векторы которого 
имеют главные направления поверхности. При этом главными 
направлениями поверхности называются главные направления 
квадратичной формы старших членов ее уравнения. 

Пр.имер, Привести к каноническому виду ‘уравнение поверх- 
ности второго порядка 

7х2 + бу? -+ 521 — 4ху— 4у2 = 18; 

определить вид поверхности. 
Решение. Составим матрицу квадратичной формы старших 

членов: 

7—2 0 
А=| —2 6—2). 

0—2 5 

Эта матрица совпадает © матрицей линейного преобразования, кото- 
рое ‘рассматривалось`в первом примере п” 132. Имеем А. =3, № =6, 
з=9. Искомый базис 

_ 2 - 2 - 
х=-х + 39—32, 

I~ 2. 
y=3* +37 +32, 

2 25—25 i; —3 3—3“



§ 25] ПРИВЕДЕНИЕ К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ КВАДРАТ. ФОРМЫ 159 

Каноническое урэвнение данной поверхности 

3x? -- 62 -{ 929 = 18, 
ИЛИ 

x3 Pepe 
rr er -| 

Данная поверхность является эллипсоидом с полуосями Y 6, 

V3, V2. 

145. Если расположение базиса #,. 7, Ё нас не интересует, 
то каноническое уравнение поверхности можно написать 
сразу, зная A,, Ag, Аз. Числа Ay, Ag, Ag суть корни характе- 
ристического уравнения, которое является уравнением третьей 
степени. Нахождение корней такого уравнения может ока- 
заться довольно хлопотливым. Между тем очень часто 
требуется определить только вид поверхности, а для этого 
достаточно знать лишь знаки чисел Ay, Ay, Аз. Знаки корней 
характеристического уравнения можно установить весьма про- 
сто при помощи известного правила Декарта; об этом см. 
n°49.
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